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Abstrakt

Práca �Detekcia uviaznutí v diskrétnych udalostných systémoch so zdie©anými zdrojmi�
A. Juhásovej prezentuje metódu na detekciu uviaznutí (zamrznutí a zacyklení) v dis-
krétnych udalostných systémoch so zdie©anými zdrojmi a viacerými in²tanciami. Ako
modelovací formalizmus boli zvolené work�ow siete, ktoré predstavujú roz²írený nástroj
na modelovanie a analýzu work�ow procesov. Vo work�ow sie´ach sa vykonávajú in²tan-
cie s ur£eným po£iato£ným stavom a korektným ukon£ením. Zaoberáme sa work�ow
procesmi, v ktorých in²tancie môºu zdie©a´ zdroje viacerých typov, pri£om in²tancie
zdie©ané zdroje nevytvárajú ani nespotrebujú. To znamená, ºe in²tancie môºu zdroje
pouºíva´ a najneskôr pri ukon£ení uvo©nia v²etky pouºívané zdroje. Takéto zdie©ané
zdroje sa nazývajú trvácne. Príkladom trvácnych zdrojov sú napríklad zdroje v in-
forma£ných systémoch ako pamä´, procesory alebo pracovníci v rolách v organiza£nej
²truktúre. Zaoberáme sa procesmi, ktoré obsahujú dostatok zdrojov na korektné vyko-
nanie jednej in²tancie, hovoríme, ºe takéto procesy majú korektné správanie. Uviaznu-
tím nazývame taký stav procesu, v ktorom sa vykonávajú viaceré in²tancie a z ktorého
nie je moºné v²etky vykonávané in²tancie korektne ukon£i´ z dôvodu nedostatku zdie-
©aných zdrojov. Hlavným výsledkom práce je návrh metódy a algoritmu na detekciu
uviaznutí work�ow procesov s korektným správaním a viacerými typmi zdie©aných tr-
vácnych zdrojov pre daný po£iato£ný po£et zdrojov a ©ubovo©ný po£et vykonávaných
in²tancií.

K©ú£ové slová: Diskrétne udalostné systémy, work�ow procesy, zdie©ané zdroje, in-
²tancie, Petriho siete, work�ow siete, uviaznutia, zamrznutia, zacyklenia, korektnos´

Abstract

The thesis �Detection of livelocks and deadlocks in discrete event systems with shared
resources� by A. Juhásová is presenting a method for detection of locks (both deadlocks
and livelocks) in discrete event systems with shared resources and multiple instances.
As a modelling framework we have chosen work�ow nets, which represent a widely
spread tool for modelling and analysis of work�ow processes. We consider that multiple
instances with determined initial state and a correct �nal state are running in work�ow
nets. We consider work�ow processes, in which instances can share several types of
resources, with instances neither creating nor destroying shared resources. It means,
that instances can use resources but the used resources are returned at the latest by
the correct �nish of the instance. Such resources are said to be durable. Examples
of durable resources include resources of information systems, such as memory and
processors or employees in roles in an organizational structure. We consider processes,
which have enough resources to execute a single instance, such processes are said to
be sound. A lock is a state of the process, where several instances are running but
because of the lack of shared resources not all running instances can �nish properly.
The main result of the thesis is the method and the algorithm for detection of locks
in sound work�ow processes with several types of shared durable resources for given
initial number of resources and an arbitrary number of running instances.

Keywords: Discrete event systems, work�ow processes, shared resources, instances,
Petri nets, work�ow nets, locks, deadlocks, livelocks, soundness
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Úvod

Work�ow procesy [1, 2, 3, 4] patria do triedy dynamických systémov nazývaných dis-
krétne udalostné systémy [16, 8]. De�níciu work�ow procesu môºeme chápa´ ako de�ní-
ciu pracovného postupu, ktorý pozostáva zo sledu predpísaných úloh, pri£om môºeme
de�nova´, ºe na vykonanie úlohy sú nutné nejaké zdroje. Ak sa work�ow proces ná-
sledne vykonáva, znamená to, ºe sa pod©a predpísaného postupu vykonávajú jednotlivé
úlohy. Vykonávané úlohy nazývame aktivity, sled vykonávaných úloh pod©a de�nície
nazývame in²tancia work�ow procesu. De�nícia work�ow proocesu ur£uje pre kaºdú in-
²tanciu jednozna£ný za£iatok a koniec. V ²ir²om zmysle slova môºeme medzi work�ow
procesy zahrnú´ algoritmy, komunika£né protokoly [14], hardvér [17], pruºné výrobné
systémy [21, 82], procesy v oblasti sluºieb, ako napríklad proces spracovania poist-
nej udalosti a podobne [4]. V práci [32] autori pracujú s triedou work�ow procesov,
v ktorých jednotlivé in²tancie zdie©ajú spolo£né zdroje. Okrem zdie©aných zdrojov sú
v²ak in²tancie navzájom nezávislé. Zdie©ané zdroje uvaºované v práci [32] sú trvácne,
teda pri vykonávaní predpísaných úloh pri spracovaní in²tancie sa zdie©ané zdroje ne-
vytvárajú ani nespotrebujú. Zdroje v informa£ných systémoch, ako pamä´, procesory,
vstupné a výstupné porty na hardvérových zariadeniach sú typickým príkladom tr-
vácnych zdie©aných zdrojov. Podobne pracovníci v jednotlivých roliach uvaºovaní pri
podnikových procesoch predstavujú príklad trvácnych zdrojov.

Hlavným problémom rie²eným v práci [32] je otázka korektného ukon£enia vykoná-
vaného work�ow procesu, v ktorom nezávislé in²tancie zdie©ajú trvácne zdroje. Prob-
lém je vyrie²ený pre triedu work�ow procesov s jedným typom zdie©aných zdrojov pre
prípad, ºe existuje taký po£et zdrojov, ºe pre tento po£et zdrojov a kaºdý vy²²í po-
£et zdrojov in²tancie majú korektné ukon£enie. Ako prvý hlavný problém budúceho
výskumu autori práce [32] uvádzajú roz²írenie problému na viac typov zdrojov.

V tejto práci rie²ime problém in²pirovaný prácou [32], pri£om uvaºujeme viac typov
zdrojov. Ako ukazujeme v Kapitole 3 na ilustratívnom prípade s tromi typmi zdrojov,
existujú work�ow procesy, v ktorých je moºné ©ubovo©ný po£et in²tancií korektne ukon-
£i´ pre daný po£et zdrojov, av²ak pre kaºdý vy²²í po£et zdrojov to uº moºné nie je.
Vyºadova´, aby existoval pri viacerých typoch zdrojov po£et zdrojov, pre ktorý bude
môc´ by´ korektne ukon£ených ©ubovo©ný po£et in²tancií a zárove¬ aby takáto vlastnos´
platila pre kaºdý vy²²í po£et zdrojov, môºe by´ teda ve©mi re²triktívne. Predstavme
si situáciu, ºe algoritmus obdobný algoritmu v práci [32] by rozhodol, ºe neexistuje
taký po£et zdrojov, ºe pre tento po£et zdrojov a kaºdý vy²²í po£et zdrojov je moºné
ukon£i´ ©ubovo©ný po£et in²tancií. Napriek tomuto rozhodnutiu môºe pre daný proces
existova´ konkrétny po£et zdrojov, pre ktorý je moºné ukon£i´ ©ubovo©ný po£et in²tan-
cií. Aby sme pre takýto proces a pre daný po£et zdrojov vedeli túto situáciu rozlí²i´,
potrebujeme nájs´ metódu a zostavi´ algoritmus, ktorý zistí, £i v prípade viacerých
typov zdie©aných zdrojov pre vopred daný konkrétny po£et zdrojov je moºné korektne
ukon£i´ ©ubovo©ný po£et in²tancií.

Stav, z ktorého nie je moºné dosiahnu´ korektné ukon£enie in²tancií nazývame
uviaznutím. Uviaznutia predstavujú váºny problém pri aplikácii work�ow procesov v
praxi [60]. Rozli²ujeme dva typy uviaznutí - zamrznutie a zacyklenie (anglicky deadlock
a livelock). Zamrznutie predstavuje také uviaznutie, v ktorom nie je moºné vykona´
ºiadnu aktivitu. Zacyklenie je uviaznutie, v ktorom je moºné vykonáva´ aktivity, av-
²ak nie je moºné aspo¬ jednu in²tanciu korektne ukon£i´. V predchádzajúcich prácach
[41, 42, 43] sme zostavili metódu, ktorá pre work�ow proces s viacerými typmi tr-
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vácnych zdie©aných zdrojov pre konkrétny vopred daný po£et zdrojov rozhodne, £i
work�ow proces pre nejaký po£et in²tancií obsahuje zamrznutie. Táto metóda v²ak
neidenti�kovala zacyklenia.

Hlavným cie©om dizerta£nej práce je zostavi´ metódu a algoritmus na
detekciu uviaznutí work�ow procesov s nezávislými in²tanciami a viacerými
typmi zdie©aných trvácnych zdrojov pri danom po£te zdrojov jednotlivých
typov pre ©ubovo©ný po£et in²tancií.

1 Diskrétne udalostné systémy s in²tanciami a zdie-
©anými zdrojmi

1.1 Prechodové systémy

Dynamické systémy sú charakterizované zmenou stavových veli£ín v £ase. Klasickým
príkladom sú dynamické systémy spojitej premennej (spojitých premenných), v angli£-
tine známe pod ozna£ením Continuous variable dynamic systems. Diskrétne udalostné
systémy (¤alej aj DUS) predstavujú triedu dynamických systémov, ktorých stavy sa
menia na základe uskuto£nenia udalostí v diskrétnych £asových okamihoch. V práci sa
venujeme podtriede DUS nazývanej v literatúre logické diskrétne udalostné systémy.
Logické diskrétne udalostné systémy (¤alej aj LDUS), abstrahujú od £asu ako miery
a uvaºujú iba kauzálne vz´ahy medzi jednotlivými udalos´ami. Najjednoduch²ím spô-
sobom, ako modelova´ LDUS, je pouºi´ orientovaný graf, ktorého vrcholy predstavujú
stavy a ktorého hrany sú ozna£ené udalos´ami. Takýto model LDUS je moºné matema-
ticky formalizova´ nieko©kými spôsobmi, najznámej²ie sú ozna£ené prechodové systémy
a automaty [16]. V práci pouºívame ako základný model LDUS ozna£ené prechodové
systémy [45, 80].

De�nícia 1 (Ozna£ený prechodový systém)
Ozna£ený prechodový systém je usporiadaná trojica (S,E,−→), kde S je mnoºina sta-
vov, E je mnoºina udalostí a −→⊆ S × E × S je prechodová relácia. Skuto£nos´, ºe
(s, e, s′) patrí do −→ ozna£ujeme ako s

e−→ s′.

De�nícia 2 (Ozna£ený prechodový systém s po£iato£ným stavom)
Ozna£ený prechodový systém s po£iato£ným stavom je usporiadaná ²tvorica
(S,E,−→, q), kde (S,E,−→) je ozna£ený prechodový systém a q ∈ S je po£iato£ný
stav, pri£om kaºdý stav s ∈ S je dosiahnute©ný z q.

Logické diskrétne udalostné systémy majú ve©mi ²iroké uplatnenie. Prakticky v²etky
informa£né systémy, softvérové systémy, ©ubovo©né po£íta£ové programy predstavujú
príklady LDUS. Podobne komunika£né protokoly, pruºné výrobné systémy, vnorené
systémy sú príkladom pouºitia LDUS. Opisy beºných situácií, návody a predpisy, popis
správania v ©udskej re£i taktieº vyuºívajú £rty udalostných systémov. Ke¤ºe LDUS sa
vyuºívajú v rôznych aplika£ných oblastiach, ich rozvoj a nástroje na ich analýzu sú
predmetom skúmania v rôznych vedných odboroch. Okrem automatizácie a riadenia a
kybernetiky, kde sa skúmajú pod názvom LDUS, sa rozvíjajú najmä v informatike ako
výpo£tové modely, a zárove¬ v oblasti manaºmentu a riadenia ako work�ow procesy.
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1.2 Petriho siete

V práci uvaºujeme LDUS, modelované Petriho sie´ami [44, 62, 63, 67, 23, 24]. Petriho
siete sú pomenované pod©a Carla Adama Petriho [64].

De�nícia 3 (Petriho sie´)
Petriho sie´ je usporiadaná ²tvorica (P, T, I, O), kde: P je mnoºina miest, T je mnoºina
prechodov, prienik mnoºiny P a mnoºiny T je prázdny, t.j. P ∩ T = ∅. I je vstupná
funkcia, ktorá kaºdej dvojici, v ktorej prvý prvok je miesto a druhý prvok je prechod
(t.j. kaºdej dvojici, ktorá patrí do kartézskeho sú£inu P × T ) priradí nezáporné celé
£íslo, formálne I : P × T → N, kde N ozna£uje mnoºinu nezáporných celých £ísel.

O je výstupná funkcia, ktorá kaºdej dvojici, v ktorej prvý prvok je miesto a druhý prvok
je prechod, priradí nezáporné celé £íslo, formálne O : P × T → N.

Stav siete je daný zna£kovaním, teda funkciou m : P → N, ktorá priradí kaºdému
miestu nezáporné celé £íslo ur£ujúce po£et zna£iek, ktoré sa v danom mieste nachá-
dzajú.

De�nícia 4 (Zna£kovanie)
Nech PN = (P, T, I, O) je Petriho sie´. Funkciu m : P → N, ktorá priradí ku kaºdému
miestu nezáporné celé £íslo, nazývame zna£kovanie Petriho siete PN . Hodnota m(p)
de�nuje po£et zna£iek v mieste p ∈ P . Zna£kovanie ozna£ujeme výrazom v tvare sumy
zna£iek v miestach, teda

∑
p∈P m(p)p. Mnoºinu miest, pre ktoré m(p) je nenulové,

nazývame nosi£ zna£kovania m a ozna£ujeme sup(m), formálne teda pre kaºdé p ∈ P
platí, ºe p patrí do sup(m) práve vtedy ke¤ m(p) > 0.

Dynamika Petriho siete je daná spú²´aním prechodov.

De�nícia 5 (Spustite©nos´ prechodov)
Nech PN = (P, T, I, O) je Petriho sie´. Nech m : P → N je zna£kovanie a t ∈ T je
prechod siete PN . Prechod t je spustite©ný v zna£kovaní m práve vtedy, ke¤ pre kaºdé
miesto p ∈ P platí, ºe po£et zna£iek m(p) v mieste p ∈ P nie je men²í ako hodnota
vstupnej funkcie I(p, t), teda ak platí: m(p) ≥ I(p, t). Ak je prechod t spustite©ný v
zna£kovaní m, potom jeho spustenie v zna£kovaní m vedie do zna£kovania m′, pri£om
pre kaºdé miesto p ∈ P platí: m′(p) = m(p)− I(p, t) +O(p, t).

De�nícia 6 (Ozna£kovaná Petriho sie´)
Ozna£kovaná Petriho sie´ je usporiadaná pätica MPN = (P, T, I, O,m0), kde PN =
(P, T, I, O) je Petriho sie´ a m0 je jej zna£kovanie nazývané po£iato£né zna£kovanie.

V práci vyuºívame jednoduchý ilustratívny príklad popisujúci systém - program, v
ktorom budú vykonávané výpo£tové úlohy: výpo£tová úloha príde do systému, systém
jej pridelí jednotku opera£nej pamäte a procesor, následne sa vykoná výpo£et, po jeho
ukon£ení sa uvo©ní jednotka pamäte a procesor a úloha sa ukon£í. Systém môºeme
modelova´ ozna£kovanou Petriho sie´ou na Obr. 1.

V²etky Petriho siete pouºité v práci boli modelované vo vlastnom online editore
Petriho sietí PetriFlow, ktorý je prístupný na stránke www.petriflow.com. Editor
je implementovaný v jazykoch JavaScript HTML5, gra�cké znázornenie je realizované
prostredníctvom SVG komponentov. Editor umoº¬uje modelova´ Petriho siete, uklada´
a na£ítava´ ich vo formáte XML a exportova´ ich vo formáte SVG.

Petriho sie´ de�nuje prirodzeným spôsobom ozna£ený prechodový systém, nazývaný
graf dosiahnute©nosti.

www.petriflow.com
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in

čakanie na pamäť

čakanie na procesor

pamäť pridelená

procesor pridelený

výpočet

pamäť na uvoľnenie
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outpríchod úlohy
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pridelenie procesora

začiatok výpočtu koniec výpočtu

uvoľnenie pamäte

uvoľnenie procesora

ukončenie úlohy

Obr. 1: Ozna£kovaná Petriho sie´ modelujúca spracovanie výpo£tovej úlohy

De�nícia 7 (Graf dosiahnute©nosti Petriho siete)
Nech PN = (P, T, I, O) je Petriho sie´. Ozna£ený prechodový systém (S,E,−→), kde
S je mnoºina v²etkých zna£kovaní, teda mnoºina v²etkých funkcií z P do mnoºiny
nezáporných celých £ísel N, E = T , m

t−→ m′ práve vtedy, ke¤ prechod t je spustite©ný v
zna£kovaní m a jeho spustenie vedie do zna£kovania m′, nazývame graf dosiahnute©nosti
Petriho siete PN .

De�nícia 8 (Graf dosiahnute©nosti ozna£kovanej Petriho siete)
Nech MPN = (P, T, I, O,m0) je ozna£kovaná Petriho sie´. Nech (S,E,−→) je graf
dosiahnute©nosti Petriho siete PN = (P, T, I, O). Nech [m0〉 ozna£uje mnoºinu v²etkých
zna£kovaní dosiahnute©ných zo zna£kovania m0 v grafe dosiahnute©nosti Petriho siete
PN . Potom ozna£ený prechodový systém s po£iato£ným stavom ([m0〉, E,−→ ∩([m0〉×
E × [m0〉),m0) nazývame graf dosiahnute©nosti ozna£kovanej Petriho siete MPN . Ak
je postupnos´ ε spustite©ná v zna£kovaní m a jej spustenie vedie do zna£kovania m′ v
jej grafe dosiahnute©nosti, hovoríme, ºe postupnos´ ε je spustite©ná z m v sieti MPN ,
jej spustenie vedie do zna£kovania m′ v sieti MPN a m′ je dosiahnute©né z m v sieti
MPN .

1.3 Work�ow siete

Ve©mi £astým typom LDUS sú systémy, pri ktorých systém spracováva viacero in²tancií
rovnakého typu. Typickým príkladom takýchto LDUS sú napríklad work�ow procesy,
pri ktorých sa in²tancie ozna£ujú ako prípady, napr. systém spravujúci pois´ovacie
prípady. Iným príkladom sú webové aplikácie, kde in²tanciami sú �sessions�, objektovo-
orientované programy, kde in²tanciami sú objekty danej triedy. Objektovo orientovaný
princíp dnes predstavuje základný kame¬ ºivotného cyklu produktu v koncepte Indus-
try 4.0, kde výrobok - produkt sa stáva in²tanciou udalostného systému � výrobného
procesu. Takéto LDUS nazývame LDUS s in²tanciami. Zameriame sa na systémy, kde
in²tancie majú jednozna£ný za£iatok a korektné ukon£enie. V literatúre sú takéto sys-
témy modelované pomocou podtriedy Petriho sietí - nazývanej work�ow siete [1, 2, 3, 4].
Jednozna£ný za£iatok vo work�ow sie´ach je vyjadrený pomocou ²peciálneho miesta.
Podobne ukon£enie in²tancie je vyjadrené pomocou ²peciálneho miesta.

De�nícia 9 (Work�ow sie´)
Work�ow sie´ je Petriho sie´ PN = (P, T, I, O) s kone£ným po£tom miest a prechodov
v ktorej existuje práve jedno miesto in ∈ P také a práve jedno miesto out ∈ P také, ºe
pre v²etky t ∈ T platí O(in, t) = 0 a zárove¬ existuje také t ∈ T ºe I(in, t) 6= 0, pre
v²etky t ∈ T platí I(out, t) = 0 a zárove¬ existuje také t ∈ T ºe O(out, t) 6= 0. Miesto
in je nazývané vstupné miesto work�ow siete, miesto out je nazývané výstupné miesto
work�ow siete.
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De�nícia 10 (Ozna£kovaná work�ow sie´)
Ozna£kovaná work�ow sie´ je taká ozna£kovaná Petriho sie´ MPN = (P, T, I, O,m0),
ºe PN = (P, T, I, O) je work�ow sie´ a m0 = in, teda m0(in) = 1 a m0(p) = 0 pre
kaºdé p ∈ P , ktoré je rôzne od in.

Moºné správanie sa jednotlivých in²tancií work�ow procesu je reprezentované spus-
tite©nými postupnos´ami v grafe dosiahnute©nosti ozna£kovanej work�ow siete. Aby
mali in²tancie korektné ukon£enie, je potrebné, aby graf dosiahnute©nosti ozna£kova-
nej work�ow siete mal práve jeden kone£ný stav. Týmto stavom musí by´ zna£kovanie
out, teda zna£kovanie, pri ktorom miesto out obsahuje práve jednu zna£ku a ºiadne
iné miesto zna£ky neobsahuje. Inými slovami, korektné ukon£enie in²tancie ozna£kova-
nej work�ow siete je vyjadrené presunom zna£ky zo vstupného do výstupného miesta.
Takúto vlastnos´ nazývame korektné správanie (v literatúre sa táto vlastnos´ ozna£uje
soundness) [4].

De�nícia 11 (Korektné správanie ozna£kovanej work�ow siete)
Nech MPN = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná work�ow sie´ a nech in ∈ P ozna£uje
vstupné miesto a out ∈ P výstupné miesto. Ozna£kovaná work�ow sie´ MPN má
korektné správanie práve vtedy, ke¤ pre kaºdé zna£kovanie m dosiahnute©né z m0 platí:
1. zna£kovanie out je dosiahnute©né zo zna£kovania m; 2. ak m(out) ≥ 1 potom m =
out, teda m(out) = 1 a m(p) = 0 pre kaºdé p ∈ P , ktoré je rôzne od out.

Lema 1 Ak ozna£kovaná work�ow sie´ má korektné správanie, potom po£et stavov do-
siahnute©ných z po£iato£ného zna£kovania je kone£ný.

Príkladom ozna£kovanej work�ow siete s korektným správaním je sie´ na Obr. 1.

1.4 Petriho siete a work�ow siete so statickými miestami

Uvaºujeme, ºe in²tancie môºu zdie©a´ zdroje, napr. opera£nú pamä´ £i procesor v prí-
pade programov. Takéto LDUS s in²tanciami nazývame LDUS s in²tanciami a zdie-
©anými zdrojmi. Predpokladáme, ºe zdie©ané zdroje sú in²tanciami pouºívané, nie sú
v²ak in²tanciami ani vytvárané ani spotrebované. To znamená, ºe po£et zdie©aných
zdrojov pred a po ukon£ení in²tancie sa nemení. Takéto LDUS s in²tanciami nazývame
LDUS s in²tanciami a trvácnymi zdie©anými zdrojmi. Typickým príkladom LDUS s
in²tanciami a trvácnymi zdie©anými zdrojmi sú work�ow procesy, kde kaºdý prípad
predstavuje vytvorenie in²tancie, respektíve webové aplikácie, kde kaºdý prípad pred-
stavuje vytvorenie �session�, in²tancie zdie©ajú zdroje ako procesor, opera£ná pamä´,
port, ktoré sú pouºívané pri uskuto£není jednotlivých aktivít prípadu.

Formálne modelujeme LDUS s in²tanciami a zdie©anými zdrojmi pomocou Petriho
sietí so statickými miestami [41, 42, 43]. Sú to Petriho siete s pridanými statickými
miestami, ktoré modelujú zdie©ané zdroje. Táto trieda sietí bola de�novaná v prá-
cach [6, 32, 33] pod názvom work�ow siete s obmedzenými zdrojmi (anglicky resource
constrained work�ow nets).

De�nícia 12 (Petriho sie´ so statickými miestami)
Petriho sie´ so statickými miestami je pätica PNS = (D,S, T, I, O), kde D je mnoºina
dynamických miest, S je mnoºina statických miest, prienik mnoºiny dynamických miest
D a mnoºiny statických miest S je prázdny, t.j. D∩S = ∅, PN = (P = D∪S, T, I, O)
je Petriho sie´.
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Obr. 2: Ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými miestami, ktorých ozna£kova-
nie modeluje po£et pamä´ových jednotiek a procesorov k dispozícii

De�nícia 13 (Ozna£kovaná Petriho sie´ so statickými miestami)
Ozna£kovaná Petriho sie´ so statickými miestami je ²esticaMPNS = (D,S, T, I, O,m0),
kde PNS = (D,S, T, I, O) je Petriho sie´ so statickými miestami a MPN = (P =
D ∪ S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná Petriho sie´. Hovoríme, ºe prechod je spustite©ný v
ozna£kovanej Petriho sieti so statickými miestami MPNS ak je spustite©ný v ozna£ko-
vanej Petriho sieti MPN . Grafom dosiahnute©nosti ozna£kovanej Petriho siete so sta-
tickými miestami MPNS je graf dosiahnute©nosti ozna£kovanej Petriho siete MPN .
V²etky pojmy de�nované pre ozna£kovanú Petriho sie´MPN analogicky pouºívame pre
ozna£kovanú Petriho sie´ so statickými miestami MPNS.

De�nícia 14 (Work�ow sie´ so statickými miestami)
Work�ow sie´ so statickými miestami je Petriho sie´ so statickými miestami W =
(D,S, T, I, O), kde PN = (P = D∪S, T, I, O) je work�ow sie´, pri£om vstupné miesto
a výstupné miesto patria do mnoºiny dynamických miest, t.j. in ∈ D a out ∈ D.

De�nícia 15 (Ozna£kovaná work�ow sie´ so statickými miestami)
Ozna£kovaná work�ow sie´ so statickými miestami je ²esticaMW = (D,S, T, I, O,m0),
kde W = (D,S, T, I, O) je work�ow sie´ so statickými miestami m0 je po£iato£né
zna£kovanie také, ºe vstupné miesto obsahuje jednu zna£ku, t.j. m(in) = 1 a zárove¬
m(d) = 0 pre kaºdé dynamické miesto d ∈ D, ktoré je rôzne od in.

V porovnaní s prácami [6, 32, 33] formalizujeme skuto£nos´, ºe zdroje sú trvácne, po-
mocou komplementárnych miest [25] pre statické miesta. Tieto komplementárne miesta
nazývame ur£ujúce miesta statických miest.

De�nícia 16 (Ur£ená work�ow sie´ so statickými miestami)
Nech W = (D,S, T, I, O) je taká work�ow sie´ so statickými miestami, ºe pre kaºdé
miesto s ∈ S existuje práve jedno miesto ds ∈ D rôzne od in a out, ktoré pre kaºdé t ∈ T
sp¨¬a I(ds, t)−O(ds, t) = O(s, t)− I(s, t). Potom sa takéto miesto ds nazýva ur£ujúce
miesto statického miesta s. Work�ow sie´ W sa nazýva ur£ená work�ow sie´ so static-
kými miestami. Mnoºinu v²etkých ur£ujúcich miest ur£enej work�ow siete ozna£ujeme
DS.

Statické miesta sú gra�cky znázornené kruhmi vykreslenými preru²ovanou £iarou.
V ilustratívnom príklade môºeme statickými miestami vo©ná pamä´ a vo©ný procesor
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a ich po£iato£ným zna£kovaním modelova´ vo©né jednotky pamäte a vo©né procesory,
ako je to to znázornené na Obr. 2. Miesto pamä´ je ur£ujúcim miestom pre statické
miesto vo©ná pamä´, podobne miesto procesor je ur£ujúce miesto pre statické miesto
vo©ný procesor.

De�nícia 17 (Finálne zna£kovania ozna£kovanej work�ow siete so statickými
miestami siete)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná work�ow sie´ so statickými miestami.
Zna£kovanie mf siete MW , ktoré je dosiahnute©né z po£iato£ného zna£kovania m0,
nazývame �nálne zna£kovanie, ak platí mf (out) = 1, mf (d) = 0 pre kaºdé d ∈ D, ktoré
je rôzne od out.

De�nícia 18 (Korektné správanie ozna£kovanej work�ow siete so statickými
miestami)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná work�ow sie´ so statickými miestami
a nech out ∈ P ozna£uje výstupné miesto. Ozna£kovaná work�ow sie´ so statickými
miestami MW má korektné správanie práve vtedy, ke¤ pre kaºdé zna£kovanie m do-
siahnute©né z m0 platí: 1. existuje �nálne zna£kovanie mf siete MW , ktoré je dosia-
hnute©né zo zna£kovania m; 2. ak m(out) ≥ 1 potom m je �nálne zna£kovanie siete
MW .

Existencia ur£ujúcich miest v ur£enej work�ow sieti navy²e zabezpe£í, ºe nové zdie-
©ané zdroje sa nevytvárajú ani nespotrebujú, teda po ukon£ení in²tancie sa po£et zdro-
jov rovná po£tu zdrojov danému zna£kovaním statických miest v po£iato£nom zna£ko-
vaní.

Lema 2 Ak ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými miestami má korektné
správanie, potom po£et stavov dosiahnute©ných z po£iato£ného zna£kovania je kone£ný.

Je zrejmé, ºe ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými miestami z Obr. 2 má
korektné správanie.

1.5 Vykonávané siete so statickými miestami a in²tanciami

Vykonávaná work�ow sie´ so statickými miestami reprezentuje beºiaci work�ow pro-
ces s in²tanciami. In²tancie sú reprezentované kópiami pôvodnej work�ow siete, ktoré
sú indexované kladnými celými £íslami. Pre kaºdú in²tanciu navy²e pridáme ²peciálnu
kon²trukciu pozostávajúcu z miesta source, i, prechodu stop, i a prechodu new, i s prí-
slu²ným indexom i, hrany zo source, i do stop, i, hrany zo source, i do new, i a hrany
z new, i do source, i + 1. Táto kon²trukcia reprezentuje kon²truktor in²tancie s inde-
xom i. V po£iato£nom zna£kovaní je ozna£ené iba miesto source, 1. Spustenie prechodu
new, i vytvorí zna£ku vo vstupnom mieste in²tancie work�ow siete s poradovým £íslom
i. Vytvorenie zna£ky vo vstupnom mieste indexovanom kladným celým £íslom i ∈ Z
reprezentuje teda vytvorenie in²tancie s poradovým £íslom i. Zárove¬ spustenie pre-
chodu new, i vytvorí zna£ku v mieste source, i + 1, £ím sa stane spustite©ný prechod
new, i+ 1, teda kon²truktor pre ¤al²iu in²tanciu. Prechod stop, i umoº¬uje pri ozna£-
kovanom mieste source, i zastavi´ vytváranie ¤al²ích in²tancií.
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Obr. 3: �as´ vykonávanej work�ow siete so statickými miestami pre prvé 4 in²tancie
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Obr. 4: �as´ uviaznutej vykonávanej work�ow siete so statickými miestami pre prvé 4
in²tancie v stave zamrznutia
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De�nícia 19 (Vykonávaná work�ow sie´ so statickými miestami)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná work�ow sie´ so statickými miestami
a nech new, stop a source ozna£ujú prvky, ktoré nepatria do mnoºín D, S a T , teda
{new, stop, source} ∩ (D ∪ S ∪ T ) = ∅. Potom vykonávaná work�ow sie´ so statickými
miestami siete MW je ozna£kovaná Petriho sie´ MPN = (P∞, T∞, I∞, O∞, m∞

0 ),
kde

• P∞ = S ∪ (D × Z) ∪ ({source} × Z), teda miesta siete MPN tvoria statické
miesta siete MW , kópie dynamických miest ozna£ené kladnými celými £íslami a
kópie source ozna£ené kladnými celými £íslami

• T∞ = (T × Z) ∪ ({new, stop} × Z), teda prechody siete MPN tvoria kópie pre-
chodov siete MW ozna£ené kladnými celými £íslami a kópie new a stop ozna£ené
kladnými celými £íslami

• I∞(s, (t, i)) = I(s, t) pre v²etky s ∈ S, t ∈ T a i ∈ Z, teda hrany zo statických
miest do kópií prechodov sa kopírujú

• I∞((d, i), (t, i)) = I(d, t) pre v²etky d ∈ D, t ∈ T a i ∈ Z, teda hrany z kópií
dynamických miest do kópií prechodov sa kopírujú

• I∞((source, i), (new, i)) = 1 a I∞((source, i), (stop, i)) = 1 pre v²etky i ∈ Z,
teda spustenie kon²truktora (new, i) pre in²tanciu s indexom i je moºné iba v
zna£kovaní s ozna£eným miestom (source, i), podobne zastavenie (stop, i)

• O∞(s, (t, i)) = O(s, t) pre v²etky s ∈ S, t ∈ T a i ∈ Z, teda hrany z kópií
prechodov do statických miest sa kopírujú

• O∞((d, i), (t, i)) = O(d, t) pre v²etky d ∈ D, t ∈ T a i ∈ Z, teda hrany z kópií
prechodov do kópií dynamických miest sa kopírujú

• O∞((in, i), (new, i)) = 1 a O∞((source, i + 1), (new, i)) = 1 pre v²etky i ∈ Z,
teda spustenie kon²truktora (new, i) pre in²tanciu s indexom i vytvorí zna£ku
v mieste (in, i), £ím vytvorí in²tanciu s indexom i, a zárove¬ vytvorí zna£ku v
mieste (source, i+ 1), £ím sa stane spustite©ným kon²truktor (new, i+ 1)

• I∞(p, t) = 0 a O∞(p, t) = 0 pre v²etky ostatné dvojice (p, t) ∈ (P∞ × T∞)

• m∞
0 (source, 1) = 1, m∞

0 (s) = m0(s) pre kaºdé s ∈ S, m∞
0 (d, i) = 0 pre kaºdé

(d, i) ∈ (D × Z) a m∞
0 (source, i) = 0 pre kaºdé celé £íslo i vä£²ie ako 1, teda v

po£iato£nom zna£kovaní je jedna zna£ka v mieste (source, 1), zna£ky v statických
miestach sú skopírované a ostatné miesta sú prázdne.

Miesta i-tej in²tancie ozna£ujeme P∞
i , teda P∞

i = (D∪{source})×{i} pre kladné celé
£íslo i.
Prechody i-tej in²tancie ozna£ujeme T∞

i , teda T∞
i = (T ∪{new, stop})×{i} pre kladné

celé £íslo i.

Na Obr. 3 je znázornená £as´ vykonávanej work�ow siete so statickými miestami
pre prvé 4 in²tancie work�ow procesu z Obr. 2, konkrétne sú znázornené iba statické
miesta, miesta s indexom 1 aº 4 a prechody s indexom 1 aº 4, miesto source,5, prechod
stop,5 a hrany medzi príslu²nými elementami.
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Obr. 5: Výpo£tová úloha s moºnos´ou zmeny nastavenia parametrov výpo£tu

1.6 Uviaznutia vo vykonávaných sie´ach so statickými mies-

tami a in²tanciami

Zamrznutie

Po£iato£né zna£kovanie vykonávanej siete znázornené na Obr. 3 vyjadruje stav systému
s dvoma jednotkami pamäte a dvoma procesormi. V dosiahnute©nom zna£kovaní na
Obr. 4 nie sú spustite©né ºiadne prechody a systém zamrzne. Zna£kovanie vykonávanej
siete, z ktorého jednotlivé in²tancie work�ow siete so statickými miestami nie je moºné
korektne ukon£i´, nazývame uviaznutie. Uviaznutie je spôsobené tým, ºe jednotlivé
in²tancie sú´aºia o zdie©ané zdroje, v tomto prípade pamä´ a procesory. Ak je teda
vo vykonávanej sieti pred dokon£ením beºiacich in²tancií dosiahnute©né zna£kovanie, v
ktorom nie je moºné spusti´ ºiadny prechod, tak ako je to na Obr. 4, nazývame takéto
uviaznutie zamrznutím (v anglickom jazyku deadlock). Ako v²ak ilustruje nasledovný
príklad, moºu existova´ pred dokon£ením situácie, pri ktorých sa systém dostane zo
mnoºiny zna£kovaní, v ktorých je vºdy nejaký prechod spustite©ný, ale napriek tomu nie
je moºné beºiace in²tancie dokon£i´. Takéto uviaznutie nazývame zacyklením (anglicky
livelock).

Zacyklenie

Predstavme si situáciu, modelovanú ur£enou work�ow sie´ou so statickými miestami
a s korektným správaním na Obr. 5: po príchode výpo£tovej úlohy sa na£ítajú pred-
nastavené parametre výpo£tu, £o je vyjadrené zna£kou v mieste nastavenia pripravené
(Obr. ??). V tomto stave je moºné spusti´ prechod otvorenie nastavení, pri£om sa ot-
vorí dialógové okno s nastaveniami, teda vytvorí sa zna£ka v mieste nastavenia (Obr.
??). V tomto stave je moºné vykona´ zmenu nastavenia prednastavených paramet-
rov výpo£tu, napr. zmenu maximálneho £asu výpo£tu. Následne je moºné spustením
prechodu uloºenie nastavení nastavenia uloºi´ a vytvori´ zna£ku v mieste nastavenia
pripravené. Nastavi´ parametre výpo£tu je moºné teda opakovane pred spustením sa-
motného výpo£tu. Ak má úloha pridelenú pamä´, procesor a nastavenia sú pripravené
(Obr. ??), môºe sa spusti´ samotný výpo£et, £o je modelované prechodom za£iatok
výpo£tu.
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Obr. 6: �as´ vykonávanej work�ow siete so statickými miestami pre proces na Obr. 5
pre prvé 4 in²tancie
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Obr. 7: �as´ uviaznutej vykonávanej work�ow siete so statickými miestami pre prvé 4
in²tancie v stave zacyklenia
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Obr. 8: Sie´ s kon²truktorom work�ow siete z Obr. 2.

Opätovne, ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými miestami na Obr. 5 má
korektné správanie.

Na Obr. 6 je znázornená £as´ vykonávanej work�ow siete so statickými miestami pre
proces na Obr. 5 pre prvé 4 in²tancie. Napriek tomu, ºe v dosiahnute©nom zna£kovaní na
zna£kovaní na Obr. 7 systém nezamrzol, nie je moºné dokon£i´ ºiadnu zo 4 výpo£tových
úloh. Toto uviaznutie nazývame zacyklením.

1.7 Uviaznutie

De�nícia 20 (Finálne zna£kovania vykonávanej siete)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná work�ow sie´ so statickými miestami a
nech ozna£kovaná Petriho sie´ MPN = (P∞, T∞, I∞, O∞, m∞

0 ) je vykonávaná workf-
low sie´ so statickými miestami siete MW . Zna£kovanie m∞

f vykonávanej siete MPN ,
ktoré je dosiahnute©né z po£iato£ného zna£kovania m∞

0 , nazývame �nálne zna£kovanie,
ak platí, ºe m∞

f (p) = 0 kaºdé p ∈ P∞, ktoré nepatrí do mnoºiny ({out} × Z) ∪ S.

De�nícia 21 (Uviaznutie vykonávanej siete)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná work�ow sie´ so statickými miestami
a korektným správaním a nech ozna£kovaná Petriho sie´ MPN = (P∞, T∞, I∞, O∞,
m∞

0 ) je vykonávaná work�ow sie´ so statickými miestami siete MW . Zna£kovanie m∞

vykonávanej siete MPN , ktoré je dosiahnute©né z po£iato£ného zna£kovania m∞
0 , nazý-

vame uviaznutie, ak z m∞ nie je dosiahnute©né ºiadne �nálne zna£kovanie vykonávanej
siete MPN .

Hlavným cie©om tejto práce je navrhnú´ pre ozna£kované ur£ené workf-
low siete s korektným správaním metódu na detekciu uviaznutí ich vykoná-
vaných work�ow sietí so statickými miestami vrátane algoritmu, ktorý ur£í,
£i sie´ má uviaznutia. Diskusia problému detekcie uviaznutí, návrh vlastnej
metódy a vlastný algoritmus na detekciu uviaznutí tvoria obsah Kapitoly 2
dizerta£nej práce.
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Obr. 9: Sie´ s kon²truktorom v zna£kovaní, ktoré zodpovedá uviaznutiu vykonávanej
siete na Obr. 4

2 Detekcia uviaznutí v diskrétnych udalostných sys-
témoch so zdie©anými zdrojmi

Prvým krokom pri návrhu metódy je nájs´ pre ur£enú work�ow sie´ so statickými mies-
tami a korektným správaním takú Petriho sie´ s kone£ným po£tom miest a kone£ným
po£tom prechodov a de�nova´ jej �nálne zna£kovania a uviaznutia tak, ºe táto sie´ má
uviaznutia práve vtedy ke¤ vykonávaná sie´. Druhým krokom je nájs´ algoritmus na
detekciu uviaznutí v tejto sieti s kone£ným po£tom miest a prechodov.

2.1 Siete s kon²truktorom versus vykonávané siete

Ako prvý kandidát je v práci pouºitá pôvodná work�ow sie´, obohatená o kon²truktor.
Na Obr. 8 je sie´ s kon²truktorom work�ow siete z Obr. 2. �ia©, sie´ s kon²truktorom

na Obr. 8 nemá ºiadne uviaznutia, na rozdiel od vykonávanej siete na Obr. 3, ktorej
uviaznutie je znázornené na Obr. 4. Tomuto uviaznutiu zodpovedá zna£kovanie siete
s kon²truktorom na Obr. 9. Zna£kovanie siete s kon²truktorom na Obr. 9 v²ak nie
je uviaznutím, pretoºe je spustite©ný prechod za£iatok výpo£tu. Je to preto, ºe sie´
s kon²truktorom nevie rozozna´, ktorá zna£ka patrí ktorej in²tancii. Predchádzajúci
príklad ilustruje, ºe sie´ s kon²truktorom nerozozná existujúce uviaznutie, ktoré vznikne
vo vykonávanej sieti, ktorá in²tancie rozli²uje.

Uvaºujme systém, ktorého model je na Obr. 10: Systém realizuje dva typy pracov-
ných úloh, úlohy typu A a úlohy typu B, pri£om úlohy typu A realizuje zdroj v role A a
úlohy typu B realizuje zdroj v role B. V rámci úlohy A vykonáva zdroj A aktivitu AX,
ktorej výsledkom je produkt typu X a aktivitu AY, ktorej výsledkom je produkt typu
Y. V rámci úlohy B vykonáva zdroj B aktivitu BY, ktorej výsledkom je produkt typu
Y a aktivitu BZ, ktorej výsledkom je produkt typu Z. Ozna£kovaná ur£ená work�ow
sie´ so statickými miestami na Obr. 10 má korektné správanie. Na Obr. 11 je zná-
zornená sie´ s kon²truktorom work�ow siete z Obr. 10. Ak dvakrát spustíme prechod
new, spustíme prechod stop, potom prechod úloha A a prechod úloha B a následne
spustíme prechod AX, prechod BY, prechod BZ a prechod uvo©nenie zdroja A, sie´ s
kon²truktorom uviazne v zna£kovaní na Obr. 12. Toto uviaznutie v²ak vo vykonávanej
sieti neexistuje. Vykonávaná sie´ totiº ºiadne uviaznutia nemá. Sie´ s kon²truktorom
teda rozozná uviaznutie neexistujúce vo vykonávanej sieti.
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Obr. 10: Systém z dvomi typmi úloh a tromi typmi produktov
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Obr. 11: Sie´ s kon²truktorom work�ow siete z Obr. 10
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Obr. 12: Uviaznutie siete s kon²truktorom z Obr. 11 po spustení prechodov new, new,
stop, úloha A, úloha B, AX, BY, BZ, uvo©nenie zdroja A

2.2 Siete dosiahnute©nosti

Aby sme zabránili mie²aniu zna£iek, potrebujeme separova´ dosiahnute©né zna£kova-
nia dynamických miest originálnej work�ow siete. Jedným z moºných spôsobov, ako
to dosiahnu´ je in²pirova´ sa grafom dosiahnute©nosti originálnej siete. S pomocou
grafu dosiahnute©nosti vytvoríme Petriho sie´ so statickými miestami a doplníme ju
kon²truktorom. Takúto sie´ nazveme sie´ dosiahnute©nosti.

De�nícia 22 (Matematická notácia)
Nech P je nejaká mnoºina, A je nejaká mnoºina a nech D je nejaká podmnoºina
mnoºiny P , teda D ⊆ P . Nech m : P → A je nejaká funkcia, ktorá prira¤uje kaºdému
prvku mnoºiny P nejaký prvok z mnoºiny A. Nech m|D ozna£uje zúºenie funkcie m
na prvky mnoºiny D, teda takú funkciu m|D : D → A z D do A, ºe m|D(d) = m(d)
pre kaºdé d ∈ D. Nech S je nejaká podmnoºina mnoºiny P , teda S ⊆ P , a zárove¬
nech D a S nemajú spolo£né prvky, teda D ∩ S = ∅ (D a S sú disjunktné), potom
ozna£me m|D ∪m|S = m|(D ∪ S). Ozna£me zárove¬ symbolom P \D rozdiel mnoºín
P a D, teda takú mnoºinu, ºe P ∩ (P \D) = ∅ a zárove¬ (P \D)∪D = P (de�nujeme
teda rozdiel mnoºin iba pre prípad, ºe mnoºina D je podmnoºinou mnoºiny P ). Nech
[P → A] ozna£uje mnoºinu v²etkých funkcií z P do A. Ak A je kone£ná mnoºina, nech
|A| ozna£uje po£et jej prvkov.

De�nícia 23 (Mnoºina dosiahnute©ných D-zna£kovaní)
Nech MPN = (P, T, I, O,m0) je ozna£kovaná Petriho sie´. Nech D je nejaká podmno-
ºina miest, teda D ⊆ P . Nech m je zna£kovanie MPN . Potom funkciu m|D nazývame
D-zna£kovanie. Symbolom [m0〉|D ozna£me mnoºinu v²etkých takých D-zna£kovaní w,
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ºe platí: w ∈ [m0〉|D práve vtedy, ke¤ existuje také m ∈ [m0〉, ºe w = m|D. Sym-
bol [m0〉|D teda ozna£uje mnoºinu v²etkých takých D-zna£kovaní m|D, ºe m je do-
siahnute©né z m0. Hovoríme tieº, ºe [m0〉|D ozna£uje mnoºinu v²etkých D-zna£kovaní
dosiahnute©ných z po£iato£ného D-zna£kovania m0|D.

Miesta v sieti dosiahnute©nosti sú vytvorené s pomocou dosiahnute©ných D-zna£kova-
ní. Pre kaºdé dosiahnute©né D-zna£kovanie m|D z [m0〉|D originálnej siete vytvo-
ríme jedno miesto v sieti dosiahnute©nosti. K takto vytvoreným miestam pridáme ako
miesta pôvodné statické miesta. Prvky prechodovej relácie (m, t,m′) z −→ vyuºijeme
pri vytváraní prechodov siete dosiahnute©nosti. Trojica (m|D, t,m′|D) ∈ ([m0〉|D) ×
T × ([m0〉|D) bude prechodom siete dosiahnute©nosti vºdy, ke¤ m

t−→ m′. Prechod
(m|D, t,m′|D) siete dosiahnute©nosti spotrebuje jednu zna£ku z miesta siete dosiahnu-
te©nosti m|D a vytvorí jednu zna£ku v mieste m′|D. Hrany medzi statickými miestami
a prechodom (m|D, t,m′|D) sú totoºné s hranami medzi statickými miestami a precho-
dom t originálnej siete. Takto vzniknuté miesta a prechody obohatíme o kon²truktor
obdobným spôsobom ako v prípade sietí s kon²truktorom. V gra�ckom znázornení
ozna£íme prechod (m|D, t,m′|D) iba názvom prechodu t.

De�nícia 24 (Sie´ dosiahnute©nosti)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná work�ow sie´ so statickými miestami
a nech new, stop a source ozan£ujú prvky, ktoré nepatria do mnoºín D, S a T , teda
{new, stop, source} ∩ (D ∪ S ∪ T ) = ∅. Potom sie´ dosiahnute©nosti siete MW je
ozna£kovaná Petriho sie´ MPN = (P r, T r, Ir, Or, mr

0), kde

• P r = ([m0〉|D)∪S ∪{source}, teda miestami sú v²etky D-zna£kovania dosiahnu-
te©né z po£iato£ného zna£kovania siete MW , statické miesta a miesto source.

• T r = T a∪{new, stop}, kde T a je mnoºina v²etkých trojíc (x, t, y) ∈ ([m0〉|D)×T×
([m0〉|D), pre ktoré platí, ºe existuje taká trojica (m, t,m′) ∈ [m0〉 × T × [m0〉, ºe
x = m|D, y = m′|D a zárove¬ m

t−→ m′, teda prechodmi siete dosiahnute©nosti
sú okrem new a stop také trojice (x, t, y), kde x a y sú D-zna£kovania a t je
spustite©ný v zna£kovaní m a jeho spustenie vedie do zna£kovania m′, pri£om
x = m|D a x = m|D.

• Ir(x, (x, t, y)) = 1 pre v²etky (x, t, y) ∈ T a

• Ir(source, new) = 1 a Ir(source, stop) = 1, teda spustenie kon²truktora new je
moºné iba v zna£kovaní s ozna£eným miestom source, podobne zastavenie stop

• Ir(s, (x, t, y)) = I(s, t) pre v²etky s ∈ S, (x, t, y) ∈ T a, teda hrany zo statických
miest do kópií prechodov sa kopírujú

• Or((x, t, y), y) = 1 pre v²etky (x, t, y) ∈ T a

• Or(in, new) = 1 a Or(source, new) = 1 teda spustenie kon²truktora new vytvorí
zna£ku v mieste in a zárove¬ vráti zna£ku do miesta source (pripome¬me, ºe z
De�nície 15 platí, ºe zna£kovanie in = m0|D)

• Or(s, (x, t, y)) = O(s, t) pre v²etky s ∈ S, (x, t, y) ∈ T a, teda hrany z kópií
prechodov do statických miest sa kopírujú

• Ir(p, t) = 0 a Or(p, t) = 0 pre v²etky ostatné dvojice (p, t) ∈ (P r × T r)
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Obr. 13: Sie´ dosiahnute©nosti ozna£kovanej ur£enej work�ow siete so statickými mies-
tami a korektným správaním z Obr. 2
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• mr
0(source) = 1, mr

0|S = m0|S a mr
0(x) = 0 pre kaºdé x ∈ [m0〉|D, teda v

po£iato£nom zna£kovaní je jedna zna£ka v mieste source, zna£ky v statických
miestach sa zachovávajú a miesta zodpovedajúce dosiahnute©ným D-zna£kovaniam
sú prázdne.

Dôsledok 1 Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so
statickými miestami a korektným správaním. Potom jej sie´ dosiahnute©nosti MPN =
(P r, T r, Ir, Or, mr

0) má kone£ný po£et miest P r a kone£ný po£et prechodov T r.

Zostroji´ sie´ dosiahnute©nosti pre ozna£kovanú ur£enú work�ow sie´ so statickými
miestami je moºné nasledovne.

Algoritmus 1 (Overenie korektného správania a vytvorenie siete dosiahnu-
te©nosti ur£enej work�ow siete so statickými miestami)
Pre ozna£kovanú ur£enú work�ow sie´ so statickými miestamiMW = (D,S, T, I, O,m0)

1. vytvor prázdny zoznam M nájdených zna£kovaní work�ow siete MW

2. vytvor premennú mf je dosiahnute©né a vloº do nej hodnotu nie

3. vytvor prázdny zoznam miest P r siete dosiahnute©nosti

4. vytvor prázdny zoznam prechodov T r siete dosiahnute©nosti

5. vytvor prázdnu zoznam pre funkciu Ir

6. vytvor prázdnu zoznam pre funkciu Or

7. vloº do zoznamu M po£iato£né zna£kovanie m0 a nastav mnoºinu Pre(m0) jeho
predchodcov prázdnu

8. vloº do zoznamu P r miesto siete dosiahnute©nosti m0|D

9. pokia© je v zozname M zna£kovanie m, ktoré nie je ozna£ené ako preskúmané,
vezmi ho a rob nasledovné:

(a) akm(out) ≥ 1 a zárove¬m 6= mf potom algoritmus zastav a vrá´ informáciu
"Sie´ nemá korektné správanie"

(b) ak m = mf vloº do mf je dosiahnute©né hodnotu áno

(c) pre kaºdý prechod t spustite©ný z m

i. po£ítaj zna£kovaniem′ dosiahnuté spustením prechodu t zo zna£kovania
m

ii. ak m′ e²te nie je v zozname M
A. vloºm′ do zoznamuM a nastav mnoºinu Pre(m′) jeho predchodcov

prázdnu
B. do zoznamu P r vloº m′|D
C. vloº trojicu (m′|D, y, 0) do zoznamu Ir aj do zoznamu Or pre kaºdé

y zo zoznamu T r

iii. nastav mnoºinu Pre(m′) predchodcov zna£kovaniam′ rovnú zjednoteniu
Pre(m′) ∪ Pre(m) ∪ {m}
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iv. ak existuje predchodca m′′ z Pre(m′) taký, ºe pre v²etky miesta p ∈ P
platí m′′(p) ≤ m′(p) a zárove¬ existuje miesto p ∈ P také, ºe platí
m′′(p) < m′(p), potom algoritmus zastav a vrá´ informáciu "Sie´ nemá
korektné správanie"

v. vloº do zoznamu T r trojicu (m|D, t,m′|D)

vi. vloº trojicu (x, (m|D, t,m′|D), 0) do zoznamu Ir pre kaºdé x zo zoznamu
P r rôzne od m|D

vii. vloº trojicu (m|D, (m|D, t,m′|D), 1) do zoznamu Ir

viii. vloº trojicu (x, (m|D, t,m′|D), 0) do zoznamu Or pre kaºdé x zo zo-
znamu P r rôzne od m′|D

ix. vloº trojicu (m|D, (m|D, t,m′|D), 1) do zoznamu Or

(d) ozna£ m ako preskúmané

10. ak mf je dosiahnute©né = nie algoritmus zastav a vrá´ informáciu "Sie´ nemá
korektné správanie"

11. ak mf je dosiahnute©né = áno a Pre(mf )∪{mf} 6=M , algoritmus zastav a vrá´
informáciu "Sie´ nemá korektné správanie"

12. vloº source do zoznamu P r

13. vloº trojicu (source, y, 0) do zoznamu Ir aj do zoznamu Or pre kaºdé y zo zo-
znamu T r

14. vloº new do zoznamu T r

15. vloº trojicu (x, new, 0) do zoznamu Ir pre kaºdé x zo zoznamu P r rôzne od source

16. vloº trojicu (source, new, 1) do zoznamu Ir

17. vloº trojicu (x, new, 0) do zoznamu Or pre kaºdé x zo zoznamu P r rôzne od
source a in

18. vloº trojicu (source, new, 1) do zoznamu Or

19. vloº trojicu (in, new, 1) do zoznamu Or

20. vloº stop do zoznamu T r

21. vloº trojicu (x, stop, 0) do zoznamu Ir pre kaºdé x zo zoznamu P r rôzne od source

22. vloº trojicu (source, stop, 1) do zoznamu Ir

23. vloº trojicu (x, stop, 0) do zoznamu Or pre kaºdé x zo zoznamu P r

24. vytvor prázdny zoznam mr
0

25. vloº dvojicu (x, 0) do zoznamu mr
0 pre kaºdé x zo zoznamu P r rôzne od source

26. vloº dvojicu (source, 1) do zoznamu mr
0

27. vrá´ informáciu "Sie´ má korektné správanie" a zárove¬ vrá´ sie´ dosiahnute©nosti
MPN r = (P r, T r, Ir, Or,mr

0)
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Miesta v sieti dosiahnute©nosti reprezentujú zna£kovania dynamických miest, teda
stavy jednotlivých in²tancií, vrátane informácie, ko©ko zna£iek zo statických premen-
ných in²tancia práve pouºíva. Zna£ky v miestach siete dosiahnute©nosti reprezentujú
jednotlivé in²tancie. Po£et zna£iek v danom mieste siete dosiahnute©nosti reprezentuje
teda po£et in²tancií vo vykonávanej sieti, ktoré sú v danom stave.

De�nícia 25 (Finálne zna£kovania siete dosiahnute©nosti)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná work�ow sie´ so statickými miestami
a nech ozna£kovaná Petriho sie´ MPN = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´ dosiahnute©nosti
siete MW . Zna£kovanie mr

f siete dosiahnute©nosti MPN , ktoré je dosiahnute©né z
po£iato£ného zna£kovania mr

0, nazývame �nálne zna£kovanie, ak platí, ºe mr
f (x) = 0

kaºdé x ∈ P r \ (S ∪{out}) (kde out ozna£uje v zmysle zavedenej notácie funkciu 1 · out
z D do Z).

De�nícia 26 (Uviaznutie siete dosiahnute©nosti)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná work�ow sie´ so statickými miestami
a nech ozna£kovaná Petriho sie´ MPN = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´ dosiahnute©nosti
siete MW . Zna£kovanie mr siete dosiahnute©nosti MPN , ktoré je dosiahnute©né z po-
£iato£ného zna£kovania mr

0, nazývame uviaznutie, ak z mr nie je dosiahnute©né ºiadne
�nálne zna£kovanie siete dosiahnute©nosti MPN .

2.3 Siete dosiahnute©nosti versus vykonávané siete

Pre vykonávané siete platia nasledovné tvrdenia:

Dôsledok 2 Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so
statickými miestami a korektným správaním a nech ozna£kovaná Petriho sie´ MPN =
(P∞, T∞, I∞, O∞, m∞

0 ) je vykonávaná work�ow sie´ so statickými miestami siete
MW . Pre kaºdé zna£kovanie m∞ vykonávanej siete MPN , ktoré je dosiahnute©né z
po£iato£ného zna£kovania m∞

0 , platí pre ©ubovo©né i ∈ Z práve jedna z nasledovných
moºností:

1. m∞|(P∞
i ) = (source, i) (kde (source, i) ozna£uje v zmysle zavedenej notácie fun-

kciu 1 · (source, i) z (P∞
i ) do Z), teda ozna£ené je iba miesto (source, i), ostatné

miesta z (P∞
i ) nemajú ºiadne zna£ky.

2. m∞|(P∞
i ) ∈ [m0〉|D × i, teda i-ta in²tancia je v niektorom z dosiahnute©ných

stavov siete MW , pri£om existuje miesto (d, i) ∈ D × {i} také, ºe m∞(d, i) > 0,
teda (d, i) obsahuje aspo¬ jednu zna£ku.

3. m∞|(P∞
i ) = 0, t.j. m∞(x) = 0 pre kaºdé x ∈ P∞

i , teda miesta i-tej in²tancie sú
neozna£ené, £o zodpovedá skuto£nosti, ºe in²tancia nebola vytvorená.

Navy²e pre kaºdé m∞ ∈ [m∞
0 〉 existuje i ∈ Z také, ºe m∞|(P∞

i ) = 0. Zárov¬ platí, ºe
ak m∞|(P∞

i ) = 0 potom m∞|(P∞
j ) = 0 pre v²etky i, j ∈ Z také, ºe j > i.

De�nícia 27 (Po£et in²tancií v rovnakom stave)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými
miestami a korektným správaním, nech ozna£kovaná Petriho sie´ MPN∞ = (P∞, T∞,
I∞, O∞, m∞

0 ) je vykonávaná work�ow sie´ so statickými miestami siete MW a nech
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ozna£kovaná Petriho sie´ MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr
0) je sie´ dosiahnute©nosti siete

MW . Uvaºujme ©ubovo©né zna£kovanie m∞ : P∞ → N, pre ktoré existuje taká ko-
ne£ná mnoºina indexov I(m∞), ºe pre kaºdé i ≤ maxI(m∞) platí bu¤ moºnos´ 1 alebo
moºnos´ 2 z Dôsledku 2 a pre kaºdé j > maxI(m∞) platí moºnos´ 3 z Dôsledku 2.
Takéto zna£kovanie nazývame potencionálne zna£kovanie vykonávanej siete. Potenci-
onálne zna£kovanie m∞ má teda v miestach prvých maxI(m∞) in²tanciách aspo¬ jednu
zna£ku v aspo¬ jednom mieste, zatia© £o v²etky miesta in²tancií s indexom vy²²ím ako
maxI(m∞) sú neozna£kované.

• Ozna£me symbolom f(m∞) : I(m∞)→ (P r \ S) funkciu, ktorá priradí £íslu i:

� miesto siete dosiahnute©nosti f(m∞)(i) = source, ak m∞(source, i) = 1.

� miesto siete dosiahnute©nosti f(m∞)(i) ∈ [m0〉|D také, ºe f(m∞)(i)(d) =
m∞(d, i) pre kaºdé d ∈ D, ak m∞(source, i) = 0.

• Nech x ∈ P r \ S, potom I(m∞, x) ⊆ I(m∞) je taká kone£ná mnoºina kladných
celých £ísel i, pre ktoré platí f(m∞)(i) = x, teda I(m∞, x) je mnoºina indexov
takých in²tancií, ktoré sú v rovnakom stave x.

• Nakoniec, nech n(m∞) : (P r \ S) → N je funkcia udávajúca pre kaºdé miesto
siete dosiahnute©nosti po£et in²tancií, ktoré sú v danom stave, teda n(m∞)(x) =
|I(m∞, x)|.

Prvým hlavným výsledkom tejto práce je nasledovná veta.

Veta 1 Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so static-
kými miestami a korektným správaním, nech ozna£kovaná Petriho sie´MPN∞ = (P∞,
T∞, I∞, O∞, m∞

0 ) je vykonávaná work�ow sie´ so statickými miestami siete MW a
nech ozna£kovaná Petriho sie´ MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´ dosiahnute©nosti
siete MW . Zna£kovanie siete dosiahnute©nosti mr ∈ [mr

0〉 je uviaznutím siete dosia-
hnute©nosti práve vtedy, ke¤ ©ubovo©né zna£kovanie vykonávanej siete m∞ ∈ [m∞

0 〉, pre
ktoré platí (n(m∞) ∪m∞|S) = mr, je uviaznutím vykonávanej siete.

Na Obr. 14 je znázornené uviaznutie siete dosiahnute©nosti z Obr. 13. Toto uviaz-
nutie zodpovedá uviaznutiu vykonávanej siete zobrazenému na Obr. 4.

2.4 Základné uviaznutia siete dosiahnute©nosti

Pre metódu vy²etrenia uviaznutí je k©ú£ový nasledovný výsledok.

Lema 3 Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so sta-
tickými miestami a korektným správaním a MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´ do-
siahnute©nosti siete MW . Nech zna£kovanie mr

1 je dosiahnute©né z m
r
0 v sieti dosiahnu-

te©nosti. Potom pre ©ubovo©né zna£kovanie w : (P r \S)→ N sp¨¬ajúce mr
1|(P r \S) > w

existuje také zna£kovanie mr
2 dosiahnute©né z mr

0, ºe m
r
2|(P r \ S) = w.

V nasledujúcej de�nícii rozdelíme miesta siete dosiahnute©nosti pod©a toto, £i re-
prezentujú stavy, v ktorých sú pouºité zdroje zo statickým miest.
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Obr. 14: Uviaznutie siete dosiahnute©nosti z Obr. 13, ktoré zodpovedá uviaznutiu vy-
konávanej siete zobrazenému na Obr. 4
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De�nícia 28 (Miesta so zdrojmi)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými
miestami a korektným správaním a nech ozna£kovaná Petriho sie´ MPN = (P r, T r,
Ir, Or, mr

0) je sie´ dosiahnute©nosti siete MW . Miesto x ∈ P r\S siete dosiahnute©nosti
je nazývané miesto bez zdroja s pre s ∈ S ak bu¤ x = source alebo pre ur£ujúce miesto
ds ∈ DS miesta s platí x(ds) = 0. Mnoºinu v²etkých miest bez zdroja s ozna£ujeme
Br

s . Ak je miesto x ∈ P r \ S siete dosiahnute©nosti miestom bez zdroja pre kaºdé
s ∈ S, nazývame ho jednoducho miestom bez zdrojov. Mnoºinu v²etkých miest bez
zdrojov ozna£ujeme Br. Miesto x ∈ P r \ S siete dosiahnute©nosti je nazývané miesto
so zdrojom s pre s ∈ S ak pre ur£ujúce miesto ds ∈ DS miesta s platí x(ds) > 0.
Mnoºinu v²etkých miest so zdrojom s ozna£ujeme Zr

s . Ak pre miesto x ∈ P r \ S siete
dosiahnute©nosti existuje s ∈ S také, ºe x je miestom so zdrojom s, potom ho nazývame
jednoducho miestom so zdrojmi. Mnoºinu v²etkých miest so zdrojmi ozna£ujeme Zr.
Pre miesto x ∈ Zr siete dosiahnute©nosti ozna£ujeme symbolom Z(x) mnoºinu takých
s ∈ S, pre ktoré platí x ∈ Zr

s .

Podobne ako miesta, rozdelíme aj prechody siete dosiahnute©nosti pod©a toho, £i
potrebujú k spusteniu zna£ky zo statických miest. Zárove¬ rozdelíme miesta pod©a
toho, £i existuje prechod, ktorý presúva zna£ku z miesta so zdrojmi a pritom vyºaduje
¤al²ie zdroje.

De�nícia 29 (Prechody vyºadujúce zdroje, kritické miesta)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými
miestami a korektným správaním a nech ozna£kovaná Petriho sie´ MPN = (P r, T r,
Ir, Or, mr

0) je sie´ dosiahnute©nosti siete MW . Prechod (x, t, y) ∈ T a je nazývaný
prechod vyºadujúci zdroje ak I(s, t) > 0 pre nejaké s ∈ S. Ak pre miesto so zdrojmi
x ∈ Zr platí, ºe existuje prechod (x, t, y) ∈ T a vyºadujúci zdroje, potom x nazývame
kritické miesto. Mnoºinu v²etkých kritických miest ozna£ujeme Kr.

Na Obr. 15 je znázornená sie´ dosiahnute©nosti ozna£kovanej ur£enej work�ow siete
so statickými miestami a korektným správaním z Obr. 5.

Lema 4 Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so sta-
tickými miestami a korektným správaním aMPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´ dosia-
hnute©nosti siete MW . Potom pre ©ubovo©né zna£kovanie mr

1 dosiahnute©né z m
r
0 v sieti

dosiahnute©nosti existuje zna£kovanie mr
2 dosiahnute©né z mr

1, pri£om platí mr
2(x) = 0

pre kaºdé x ∈ Zr \Kr.

De�nícia 30 (Kritické uviaznutie siete dosiahnute©nosti)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými
miestami a korektným správaním a MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´ dosiahnu-
te©nosti siete MW . Potom uviaznutie mr dosiahnute©né z mr

0 v sieti dosiahnute©nosti,
pre ktoré platí mr(x) = 0 pre kaºdé x ∈ Zr \ Kr, nazývame kritické uviaznutie siete
dosiahnute©nosti.

Dôsledok 3 Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so
statickými miestami a korektným správaním a MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´
dosiahnute©nosti siete MW . Potom platí, ºe ak ©ubovo©né zna£kovanie mr

1 dosiahnu-
te©né z mr

0 v sieti dosiahnute©nosti je uviaznutím, potom existuje kritické uviaznutie mr
2

dosiahnute©né z mr
1.
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Obr. 15: Sie´ dosiahnute©nosti ozna£kovanej ur£enej work�ow siete so statickými mies-
tami a korektným správaním z Obr. 5
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De�nícia 31 (Základné uviaznutie siete dosiahnute©nosti)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými
miestami a korektným správaním a MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´ dosiahnu-
te©nosti siete MW . Potom kritické uviaznutie mr dosiahnute©né z mr

0 v sieti dosiahnu-
te©nosti, pre ktoré platí mr(x) = 0 pre kaºdé miesto bez zdrojov x ∈ Br, nazývame
základné uviaznutie siete dosiahnute©nosti.

Lema 5 Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so sta-
tickými miestami a korektným správaním a MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´
dosiahnute©nosti siete MW . Potom platí, ºe ak ©ubovo©né zna£kovanie mr

1 dosiahnu-
te©né z mr

0 v sieti dosiahnute©nosti je kritickým uviaznutím, potom mr
2, ktoré sp¨¬a

mr
2(x) = mr

1(x) pre kaºdé miesto so zdrojmi x ∈ Zr a mr
2(x) = 0 pre kaºdé miesto bez

zdrojov x ∈ Br, je základné uviaznutie dosiahnute©né z mr
0.

Na Obr. 16 je znázornené dosiahnute©né základné uviaznutie siete dosiahnute©nosti
work�ow siete so statickými miestami z Obr. 5.

Spojením predchádzajúcich výsledkov, teda tvrdenia z Dôsledku 3 a Lemy 5 dostá-
vame druhý hlavný výsledok práce.

Veta 2 Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so static-
kými miestami a korektným správaním a MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´ dosia-
hnute©nosti siete MW . Potom platí, ºe ak v sieti dosiahnute©nosti existuje uviaznutie
mr

1 dosiahnute©né z mr
0, potom v sieti dosiahnute©nosti existuje základné uviaznutie mr

2

dosiahnute©né z mr
0.

Dôsledok 4 Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so
statickými miestami a korektným správaním aMPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´ do-
siahnute©nosti siete MW . Ak sie´ dosiahnute©nosti nemá ºiadne kritické miesto, potom
nemá ani ºiadne uviaznutia.

2.5 Obmedzené siete dosiahnute©nosti

Výsledok vety 5 a Dôsledku 4 hovorí, ºe ak sie´ nemá kritické miesta, nemá ani uviaz-
nutia a ak má kritické miesta, potom na detekciu uviaznutí sta£í zisti´, £i sie´ dosia-
hnute©nosti má základné uviaznutia. Kritické miesta sú v²ak v sieti dosiahnute©nosti
ohrani£ené. Zna£kovania, z ktorých sú dosiahnute©né základné uviaznutia, sú taktieº
ohrani£ené. Na vy²etrenie základných uviaznutí sta£í obmedzi´ sie´ dosiahnute©nosti
tak, aby boli dosiahnute©né iba ohrani£ené zna£kovania, z ktorých sú potencionálne
dosiahnute©né základné uviaznutia. Pre takto obmedzenú sie´ dosiahnute©nosti, ktorá
je ohrani£ená, vy²etríme graf dosiahnute©nosti a zistíme, £i v ¬om existujú uviaznutia.

De�nícia 32 (Jednoduché ohrani£enie kritických miest)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými
miestami a korektným správaním a MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´ dosiahnute©-
nosti siete MW . Nech k ∈ Kr je kritické miesto siete dosiahnute©nosti. Nech s ∈ Z(k)
a nech ds ∈ DS je ur£ujúce miesto s. Ozna£me pb(k, s) = m0(s) ÷ k(ds), kde sym-
bol ÷ ozna£uje celo£ícelné delenie. Následne ozna£me sbound(k) = mins∈Z(k) pb(k, s)
minimum hodnôt pb(k, s) pre s ∈ Z(k). Hodnotu sbound(k) nazývame jednoduché ohra-
ni£enie kritického miesta k. Sú£et hodnôt sbound(Kr) =

∑
k∈Kr sbound(k) nazývame

jednoduché ohrani£enie kritických miest Kr.
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Obr. 16: Sie´ dosiahnute©nosti work�ow siete so statickými miestami z Obr. 5 v zá-
kladnom uviaznutí pre ²tyri in²tancie
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Dôsledok 5 Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so
statickými miestami a korektným správaním a MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´
dosiahnute©nosti siete MW . Nech mr je ©ubovo©né zna£kovanie siete dosiahnute©nosti
dosiahnute©né z mr

0. Pre kaºdé kritické miesto k ∈ Kr platí mr(k) ≤ sbound(k), teda po-
£et zna£iek v ºiadnom dosiahnute©nom zna£kovaní mr siete dosiahnute©nosti neprekro£í
jednoduché ohrani£enie kritického miesta. Zárove¬

∑
k∈Kr mr(k) ≤ sbound(Kr), teda

sú£et zna£iek v kritických miestach v ºiadnom dosiahnute©nom zna£kovaní neprekro£í
jednoduché ohrani£enie kritických miest Kr. Taktieº platí, ºe sbound(Kr) ≥ 1.

Presnej²ie horné ohrani£enie po£tu zna£iek v kritických miestach môºe by´ vypo£í-
tane ako rie²enie nasledovnej úlohy celo£íselného lineárneho programovania.

De�nícia 33 (Ohrani£enie kritických miest)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými
miestami a korektným správaním a MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´ dosiahnute©-
nosti siete MW . Nech y : Kr → N je celo£íselným rie²ením sústavy nerovníc∑

k∈Kr

k(ds) · y(k) ≤ m0(s) pre s ∈ S

y(k) ≥ 0 pre k ∈ Kr

ktoré maximalizuje ú£elovú funkciu
∑

k∈Kr k(ds) ·y(k). Potom túto maximálnu hodnotu
bound(Kr) =

∑
k∈Kr k(ds) · y(k) nazývame ohrani£enie kritických miest Kr.

Dôsledok 6 Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so
statickými miestami a korektným správaním a MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´
dosiahnute©nosti siete MW . Nech mr je ©ubovo©né zna£kovanie siete dosiahnute©nosti
dosiahnute©né z mr

0. Potom
∑

k∈Kr mr(k) ≤ bound(Kr) teda sú£et zna£iek v kritických
miestach v ºiadnom dosiahnute©nom zna£kovaní neprekro£í ohrani£enie kritických miest
Kr. Zárove¬ platí, ºe sbound(Kr) ≥ bound(Kr).

Metódy pre rie²enie príslu²ných oplimaliza£ných úloh celo£íselného lineárneho prog-
ramovania je moºné nájs´ napríklad v monogra�i [72].

Ak teda obmedzíme sú£et po£tu zna£iek v miestach siete dosiahnute©nosti patriacich
do [m0〉|D na hodnotu rovnú jednoduchému ohrani£eniu kritických miest sbound(Kr),
respektíve na hodnotu rovnú ohrani£eniu kritických miest bound(Kr), a zárove¬ zacho-
váme správanie pre zna£kovania obmedzenej siete dosiahnute©nosti pre v²etky zna£ko-
vania s po£tom neprevy²ujúcom sbound(Kr), respektíve bound(Kr), vieme v kone£nom
grafe dosiahnute©nosti takto obmedzenej ohrani£enej sieti dosiahnute©nosti nájs´ v²etky
základné uviaznutia pôvodnej siete dosiahnute©nosti. Takúto obmedzenú sie´ dosiahnu-
te©nosti de�nujeme pre dané kladné celé £íslo n ∈ Z jednoducho pridaním miesta, z
ktorého spustenie prechodu new spotrebuje práve jednu zna£ku, pri£om v po£iato£nom
zna£kovaní do tohto miesta umiestíme n zna£iek.

De�nícia 34 (n-obmedzená sie´ dosiahnute©nosti)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými
miestami a korektným správaním a MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´ dosiahnute©-
nosti siete MW . Nech bu�er /∈ (P r ∪ T r). Potom n-obmedzená sie´ dosiahnute©nosti
siete MW je ozna£kovaná Petriho sie´ MPNn = (P n = P r ∪ {buffer}, T n = T r,
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In, On = Or, mn = mr
0 ∪ n·bu�er) (kde n·bu�er predstavuje v zmysle zavedenej no-

tácie funkciu z jednoprvkovej mnoºiny {bu�er} do Z prira¤ujúcu v po£iato£nom zna£-
kovaní do miesta bu�er n zna£iek), pri£om In|(P r × T r) = Ir, In(bu�er, new) = 1 a
In|({bu�er} × (T r \ {new})) = 0.

Je zrejmé, ºe kaºdá n-obmedzená sie´ dosiahnute©nosti je ohrani£ená. Na Obr.
17 je znázornená n-obmedzená sie´ dosiahnute©nosti ozna£kovanej ur£enej work�ow
siete so statickými miestami a korektným správaním z Obr. 5 pre n = sbound(Kr) =
bound(Kr) = 4.

V práci taktieº uvádzame horné ohrani£enie pre po£et dosiahnute©ných zna£kovaní
n-obmedzenej siete dosiahnute©nosti vypo£ítané s pomocou výsledkov z [47].

De�nícia 35 (Finálne zna£kovania n-obmedzenej siete dosiahnute©nosti)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými
miestami a korektným správaním a MPNn = (P n, T n, In, On, mn

0 ) je n-obmedzená
sie´ dosiahnute©nosti siete MW . Zna£kovanie mn

f n-obmedzenej siete dosiahnute©nosti
MPNn, ktoré je dosiahnute©né z po£iato£ného zna£kovania mn

0 , nazývame �nálne zna£-
kovanie, ak platí, ºe mn

f (x) = 0 kaºdé x ∈ P n \ (S ∪ {out,bu�er}.

De�nícia 36 (Uviaznutie n-obmedzenej siete dosiahnute©nosti)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými
miestami a korektným správaním a MPNn = (P n, T n, In, On, mn

0 ) je n-obmedzená
sie´ dosiahnute©nosti siete MW . Zna£kovanie mn n-obmedzenej siete dosiahnute©nosti
MPNn, ktoré je dosiahnute©né z po£iato£ného zna£kovania mn

0 , nazývame uviaznutie,
ak z mn nie je dosiahnute©né ºiadne �nálne zna£kovanie n-obmedzenej siete dosiahnu-
te©nosti MPNn.

De�nícia 37 (Základné uviaznutie n-obmedzenej siete dosiahnute©nosti)
Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými
miestami a korektným správaním, nech MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´ dosia-
hnute©nosti siete MW a nech MPNn = (P n, T n, In, On, mn

0 ) je n-obmedzená sie´
dosiahnute©nosti siete MW . Nech Kr sú kritické miesta siete dosiahnute©nosti MPN r.
Potom základné uviaznutie n-obmedzenej siete dosiahnute©nosti MPNn je také uviaz-
nutie mn n-obmedzenej siete dosiahnute©nosti MPNn, pre ktoré platí mn(x) = 0 pre
kaºdé x ∈ P n \ (Kr ∪ S ∪ bu�er), teda v základnom uviaznutí n-obmedzenej siete
dosiahnute©nosti MPNn môºu by´ ozna£ené iba kritické miesta siete dosiahnute©nosti,
statické miesta a miesto bu�er.

Platí nasledovný tretí hlavný výsledok tejto práce.

Veta 3 Nech MW = (D,S, T, I, O,m0) je ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so sta-
tickými miestami a korektným správaním, nech MPN r = (P r, T r, Ir, Or, mr

0) je sie´
dosiahnute©nosti siete MW a nech MPNn = (P n, T n, In, On, mn

0 ) je n-obmedzená
sie´ dosiahnute©nosti siete MW , kde n ≥ bound(Kr) (výsledok platí pre ©ubovo©né n,
ktoré nie je men²ie ako bound(Kr), teda aj pre sbound(Kr)). Zna£kovanie siete dosia-
hnute©nosti mr ∈ [mr

0〉 je základným uviaznutím siete dosiahnute©nosti MPN r práve
vtedy, ke¤ zna£kovanie n-obmedzenej siete dosiahnute©nosti mn ∈ [mn

0 〉, pre ktoré platí
mn|P r = mr a zárove¬ mn(bu�er) = n −

∑
k∈Kr mr(k), je základným uviaznutím n-

obmedzenej siete dosiahnute©nosti MPNn.
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Obr. 17: n-obmedzená sie´ dosiahnute©nosti ozna£kovanej ur£enej work�ow siete so sta-
tickými miestami a korektným správaním z Obr. 5 pre n = sbound(Kr) = bound(Kr) =
4
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2.6 Detekcia základných uviaznutí

Základné uviaznutia siete dosiahnute©nosti a n-obmedzenej siete dosiahnute©nosti pre
©ubovo©né n, ktoré nie je men²ie ako bound(Kr), sa teda lí²ia iba v po£te zna£iek
v mieste bu�er, ktorého po£et zna£iek zodpovedá nespotrebovaným zna£kám daným
ako rozdiel medzi po£iato£ným obmedzením n a sú£tom po£tu zna£iek v kritických
miestach.

Na záver zostavíme algoritmus na detekciu základných uviaznutí siete dosiahnute©-
nostiMPN r, Vstupom do algoritmu je sie´ dosiahnute©nosti. Ak sie´ nemá uviaznutia,
výstupom je informácia, ºe sie´ dosiahnute©nosti nemá uviaznutia. Ak sie´ dosiahnu-
te©nosti uviaznutia má, potom je výstupom zoznam základných uviaznuti siete dosia-
hnute©nosti MPN r a informácia, ºe sie´ dosiahnute©nosti má uviaznutia.

Algoritmus 2 (Detekcia základných uviaznutí siete dosiahnute©nosti)
Pre sie´ dosiahnute©nostiMPN r = (P r, T r, Ir, Or,mr

0) získanú ako výstup Algoritmu 1
pre ozna£kovanú ur£enú work�ow sie´ so statickými miestamiMW = (D,S, T, I, O,m0)

1. vytvor prázdny zoznam miest so zdrojom Zr

2. pre kaºdé miesto x z P r okrem miesta source

(a) ak x|Ds > 0 pridaj x do zoznamu Zr

3. ak Zr = ∅ algoritmus zastav a vrá´ informáciu "Sie´ nemá uviaznutia"

4. vytvor prázdny zoznam kritických miest Kr siete dosiahnute©nosti

5. pre kaºdé miesto x z Zr

(a) pre kaºdý prechod y z T r okrem new a stop

i. ak I(x, y) > 0 pridaj x do zoznamu Kr

6. ak Kr = ∅ algoritmus zastav a vrá´ informáciu "Sie´ nemá uviaznutia"

7. vytvor premennnú n, vypo£ítaj sbound(Kr) a vloº hodnotu sbound(Kr) do pre-
mennej n alebo vypo£ítaj bound(Kr) a vloº hodnotu bound(Kr) do premennej
n

8. premenuj zoznamy P r, T r, Ir, Or, mr
0 na P

n, T n, In, On, mn
0

9. vloº bu�er do zoznamu P n

10. vloº trojicu (bu�er, y, 0) do zoznamu In pre kaºdé y zo zoznamu T n rôzne od new

11. vloº trojicu (bu�er, new, 1) do zoznamu In

12. vloº trojicu (bu�er, y, 0) do zoznamu On pre kaºdé y zo zoznamu T n

13. vloº dvojicu (source, 1) do zoznamu mn
0

14. vytvor prázdny zoznam M nájdených zna£kovaní

15. vytvor prázdny zoznam zoznam M i
K zna£kovaní s i zna£kami v kritických mies-

tach pre kaºdé i ∈ {1 . . . n}
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16. vytvor prázdny zoznam MF �nálnych zna£kovaní

17. vytvor prázdny zoznam H ozna£ených hrán

18. vloº do zoznamu M po£iato£né zna£kovanie mn
0 a nastav mnoºinu Pre(mn

0 ) jeho
predchodcov prázdnu

19. pokia© je v zozname M zna£kovanie mn
1 , ktoré nie je ozna£ené ako preskúmané,

vezmi ho a rob nasledovné:

(a) pre kaºdý prechod y z T n spustite©ný z mn
1

i. po£ítaj zna£kovaniemn
2 dosiahnuté spustením prechodu t zo zna£kovania

mn
1

ii. ak mn
2 e²te nie je v zozname M

A. vloº mn
2 do zoznamu M a nastav mnoºinu Pre(mn

2 ) jeho predchod-
cov prázdnu

B. ak mn
2 (x) = 0 pre kaºdé x ∈ P n \ (Kr∪S ∪ bu�er) potom pre kaºdé

i ∈ {1 . . . n}
• ak

∑
k∈Kr mn

2 (k) = i vloº mn
2 do zoznamu M i

K

C. ak mn
2 (x) = 0 pre kaºdé x ∈ P n \ (S ∪ {out,bu�er} vloº mn

2 do
zoznamu MF

iii. nastav mnoºinu Pre(mn
2 ) predchodcov zna£kovania mn

2 rovnú zjednote-
niu Pre(mn

2 ) ∪ Pre(mn
1 ) ∪ {mn

1}
iv. vloº do zoznamu H hranu z mn

1 do mn
2 ozna£enú prechodom y, teda

trojicu (mn
1 , y,m

n
2 )

(b) ozna£ mn
1 ako preskúmané

20. vytvor premennú uviaznutia a vloº do nej hodnotu nie a vytvor premennú i

21. pre kaºdé mn
f zo zoznamu MF

(a) vloº do premennej i hodnotu i = mn
f (out)

(b) vytvor prázdny zoznam U i základných uviaznutí s i zna£kami v kritických
miestach

(c) vytvor premennú i-uviaznutia a vloº do nej hodnotu nie

(d) pre kaºdé zna£kovanie mn v zozname M i
K

i. ak mn nie je v mnoºine Pre(mn
f )

A. ak mn|(P n\bu�er) nie je v zozname U i, vloº mn|(P n\bu�er) do
zoznamu U i

B. vloº do premennej uviaznutia hodnotu áno
C. vloº do premennej i-uviaznutia hodnotu áno

22. ak uviaznutia = nie zastav algoritmus a vrá´ informáciu "Sie´ nemá uviaznutia"

23. ak uviaznutia = áno

(a) vrá´ informáciu "Sie´ má uviaznutia"

(b) pre kaºdé i ∈ {1 . . . n}
i. ak i-uviaznutia = áno vrá´ zoznam základných uviaznutí U i
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Obr. 18: Roz²írená ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými miestami, ktorých
ozna£kovanie modeluje po£et pamä´ových jednotiek a procesorov k dispozícii a kapacitu
pre paralelné spracovanie úloh danú po£tom zna£iek v mieste vo©ný k©ú£

3 Preh©ad príbuzných prác a námety na ¤al²í vý-
skum

Work�ow siete s obmedzenými zdrojmi a trvácnymi zdrojmi pod originálnym anglic-
kým názvom resource constrained work�ow nets boli de�nované v práci [6]. Z poh©adu
tejto práce je v²ak najdôleºitej²ím £lánok [32]. Metóda v práci [32] pracuje s de�níciou
korektnosti, v anglickom originále soundness, v ktorej sa vyºaduje, aby existovalo také
zna£kovanie statických miest, ºe sie´ nemá ºiadne uviaznutie pre toto zna£kovanie ani
pre ºiadne vä£²ie zna£kovanie statických miest. Uvaºujme napríklad sie´ z Obr. 2. Vyko-
návaná sie´ tohto procesu má nejaké uviaznutie pre ©ubovo©né po£iato£né zna£kovanie
statických miest. Dopl¬me do tejto siete ¤al²ie statické miesto tak, aby existovalo
zna£kovanie statických miest, pre ktoré jej vykonávaná sie´ nebude ma´ uviaznutia.
Výsledkom je sie´ na Obr. 18, doplnená o statické miesto vo©ný k©ú£ a jeho komplemen-
tárne ur£ujúce miesto k©ú£. Miesto vo©ný k©ú£ slúºi ako ohrani£enie kapacity paralelne
spracovávaných úloh.

Po£et zna£iek v mieste vo©ný k©ú£ zabezpe£í, ºe vykonávaná sie´ ozna£kovanej ur-
£enej work�ow siete so statickými miestami a korektným správaním na Obr. 18 nemá
ºiadne uviaznutia. Ak by sme zmenili zna£kovanie statických miest ur£enej work�ow
siete na Obr. 18 tak, ºe správanie siete zostane korektné (pre jednu in²tanciu) a zárove¬
po£et zna£iek v statickom mieste vo©ný k©ú£ bude men²í ako sú£et zna£iek v statických
miestach vo©ný procesor a vo©ná pamä´, potom sie´ nebude ma´ ºiadne uviaznutia. V
prípade, ak bude ma´ sie´ korektné správanie (pre jednu in²tanciu), ale v po£iato£nom
zna£kovaní nebude po£et zna£iek v statickom mieste vo©ný k©ú£ men²í ako sú£et zna£iek
v statických miestach vo©ný procesor a vo©ná pamä´, potom sie´ bude ma´ uviaznutia.

Inou moºnos´ou ako doplni´ sie´ z Obr. 2 tak, aby jej vykonávaná sie´ nemala
uviaznutia, je doplni´ hrany medzi prechodom pridelenie pamäte a miestom procesor
pridelený, ako je to znázornené na Obr. 19. Sie´ dosiahnute©nosti a teda aj vykonávaná
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Obr. 19: Sekvencializovaná ozna£kovaná ur£ená work�ow sie´ so statickými miestami
modelujúca spracovanie výpo£tovej úlohy

sie´ procesu z Obr. 19 nemá ºiadne uviaznutia. Táto skuto£nos´ platí pre kaºdé zna£-
kovanie statických miest, pre ktoré statické miesto vo©ný procesor obsahuje aspo¬ jednu
zna£ku a zárove¬ statické miesto vo©ná pamä´ obsahuje aspo¬ jednu zna£ku. V porov-
naní s Obr. 18 v²ak za túto vlastnos´ platíme zníºením po£tu paralelne spracovávaných
in²tancií.

De�nícia 38 (Typy dynamickej korektnosti)
Nech W = (D,S, T, I, O) je work�ow sie´ so statickými miestami.

• Ak existuje také zna£kovanie m0 siete W , ºe vykonávaná sie´ MPN∞ = (P∞,
T∞, I∞, O∞, m∞) ozna£kovanej work�ow siete MW = (D,S, T, I, O,m) nemá
uviaznutia pre ºiadne po£iato£né zna£kovanie m ≥ m0, potom sie´ W nazývame
dynamicky korektná.

• Ak sie´ W nie je dynamicky korektná a zárove¬ existuje zna£kovanie m0 siete W
pre ktoré platí, ºe vykonávaná sie´ MPN∞ = (P∞, T∞, I∞, O∞, m∞

0 ) ozna£ko-
vanej work�ow siete MW = (D,S, T, I, O,m0) nemá uviaznutia, potom sie´ W
nazývame dynamicky semi-korektná. Mnoºina po£iato£ných zna£kovaní, pre ktoré
dynamicky semi-korektná work�ow sie´ nemá uviaznutia sa nazýva korektný pries-
tor zna£kovaní. Mnoºina po£iato£ných zna£kovaní, pre ktoré dynamicky semi-
korektná work�ow sie´ môºe uviaznu´, sa nazýva nekorektný priestor zna£kovaní.

• Ak pre kaºdé zna£kovanie m0 siete W platí, ºe vykonávaná sie´ MPN∞ = (P∞,
T∞, I∞, O∞, m∞

0 ) ozna£kovanej work�ow siete MW = (D,S, T, I, O,m0) má
uviaznutia, potom sie´ W nazývame dynamicky nekorektná.

V zmysle predchádzajúcej de�nície teda sie´ z Obr. 2 je dynamicky nekorektná,
Obr. 18 je dynamicky semi-korektná a sie´ z Obr. 19 je dynamicky korektná.

Metóda prezentovaná v práci v práci [32] teda vy²etruje dynamickú korektnos´
pre jedno statické miesto. V práci [7] sa autori sústre¤ujú na stanovenie korektnosti
pre podtriedy work�ow sietí. V práci [33] sú prezentované 4 nutné podmienky dyna-
mickej korektnosti. Dynamická korektnos´ je in²pirovaná zov²eobecnenou korektnos´ou
work�ow sietí pod©a [31]. Korektnos´ je skúmaná pre rôzne roz²írenia work�ow sietí,
napr. v £lánku [70]. V prácach [41, 42, 43] sme de�novali techniku kon²truktora a siete
dosiahnute©nosti a metódu detekcie uviaznutí typu zamrznutie pre work�ow siete s
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pevne daným po£iato£ným zna£kovaním statických miest, trvácnymi zdrojmi, korekt-
ným správaním pre jednu in²tanciu a nezávislými in²tanciami pre ©ubovo©ný kone£ný
po£et statických miest a ©ubovo©ný po£et in²tancií. Metóda prezentovaná v [41] v²ak
nebola de�novaná pre uviaznutia typu zacyklenie. Práca [41] získala doposia© 20 ohlasov
v databáze Google Scholar, z toho 16 ohlasov je evidovaných v databáze Web of Science
(9 ohlasov) alebo v databáze Scopus (14 ohlasov). Jedným z roz²írení výsledkov práce
[41] je táto práca, ktorá de�nuje prvú metódu na detekciu ©ubovo©ných uviaznutí pre
work�ow siete s pevne daným po£iato£ným zna£kovaním statických miest, trvácnymi
zdrojmi formalizovanými prostredníctvom ur£ujúcich miest, korektným správaním pre
jednu in²tanciu a nezávislými in²tanciami pre ©ubovo©ný kone£ný po£et statických
miest a ©ubovo©ný po£et in²tancií. Práca obsahuje dôkazy prezentovaných výsledkov a
dvojstup¬ový algoritmus na detekciu uviaznutí. Prvý stupe¬ algoritmu vy²etrí korekt-
nos´ ur£enej work�ow siete a v prípade, ºe je work�ow sie´ korektná skon²truuje jej
sie´ dosiahnute©nosti. Druhý stupe¬ algoritmu realizuje samotnú detekciu základných
uviaznutí siete dosiahnute©nosti prostredníctvom vy²etrenia ohrani£enej Petriho siete.
V prácach [54, 57] autori s vyuºitím techniky kon²truktora a siete dosiahnute©nosti pre-
zentovanej v £lánku [41] s vyuºitím domáceho priestoru Petriho sietí (anglicky home
space)[27] dokázali, ºe problém ur£enia dynamickej korektnosti pre work�ow siete s
korektných správaním je rozhodnute©ný (aj v prípade, ak zdroje nie sú trvácne). Záro-
ve¬ autori [54, 57] dokázali, ºe vo v²eobecnosti, teda ak nie je vyºadovaná korektnos´
správania pre jednu in²tanciu a zdroje nemusia by´ trvácne, problém dynamickej ko-
rektnosti je nerozhodnute©ný. V práci [71] autori s vyuºitím techniky kon²truktora z
na²ej práce [41] dokázali, ºe problém ur£enia dynamickej korektnosti pre work�ow siete
s korektným správaním a trvácnymi zdrojmi je rozhodnute©ný i v prípade, ºe pre in-
²tancie nie je poºadované, aby boli izolované resp. separované, pri£om namiesto siete
dosiahnute©nosti pouºili autori v [71] jednoducho sie´ s kon²truktorom. Pre viac in-
formácii k téme separovate©nosti odkazujeme najmä na práce [30, 12, 13]. Práca [71]
nadväzuje na neúspe²ný pokus dokáza´ rozhodnute©nos´ dynamickej korektnosti pre-
zentovaný v [74]. Ako sa kon²tatuje v závere práce [71], hoci dynamická korektnos´ je
rozhodnute©ná, doposia© nie je ºiadny efektívny algoritmus, pretoºe algoritmus navr-
hnutý v [71] rozhoduje na základe domáceho priestoru v Petriho sie´ach, ktorý vyºaduje
overenie v²eobecnej dosiahnute©nosti v potencionálne neohrani£ených Petriho sie´ach.
Procedúry na vy²etrenie dynamickej korektnosti navy²e pre semi-korektné siete, napr.
pre sie´ na Obr. 18 rozhodnú, ºe sie´ nie je dynamicky korektná, napriek tomu, ºe
pre po£iato£né zna£kovanie na Obr. 18 sie´ dosiahnute©nosti a teda aj vykonávaná sie´
nemá uviaznutia. Procedúry navrhnuté v £lánkoch [54, 57, 71] teda nevedia rozlí²i´
dynamicky nekorektné a dynamicky semi-korektné siete. Viac výsledkov o problémoch
ohrani£enosti je moºné nájs´ v £lánkoch [52, 65, 69], problém v²eobecnej dosiahnute©-
nosti vrátane neohrani£enýchh sietí bol vyrie²ený v prácach [58, 46, 59, 48, 51]. Preh©ad
výpo£tovej zloºitosti a rozhodnute©nosti problémov v Petriho sie´ach je moºné nájs´ v
prácach [36, 28].

Nasledujúci odsek je venovaný stru£nému preh©adu prác, ktoré citujú výsledky
£lánku [41]. Okrem prác [54, 57] a [71], ktorým sme sa venovali podrobnej²ie v pred-
chádzajúcom odseku, sú to nasledovné práce: �lánky [9, 10] sú venované de�novaniu
rolí a personi�kácii zna£iek v statických miestach. Práca [15] de�nuje work�ow siete
s obmedzenými zdrojmi, ktoré majú £asované hrany. Práca [18] sa venuje veri�kácii
kompozície web-servisov. �lánok [53] aplikuje Petriho siete v prípadovej ²túdii. Práca
[41] je citovaná taktieº v zdrojoch [68, 75]. �lánky [55, 56] a uº spomenutá práca
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Obr. 20: Ozna£kovaná neur£ená work�ow sie´ so statickými miestami modelujúcimi
spotrebný materiál a robotov v jednoduchom procese, v ktorého in²tanciách robot bu¤
doplní materiál alebo vyrobí výrobok, pri£om spotrebuje materiál

[57] sa venujú roz²íreniam work�ow sietí s obmedzenými zdrojmi uvaºovaním £asu a
priradením ceny nákladov spojených so spustením prechodov a uchovaním zna£iek v
miestach. �lánok [66] sa venuje doplneniu dynamicky nekorektných work�ow sietí tak,
aby po doplnení boli dynamicky korektné. Doplnenie je realizované pomocou takzva-
ného prostredia, ktoré môºe procesu poºi£a´ zna£ky do statických miest. V práci [73]
je £lánok [41] citovaný v kontexte dolovania procesov z po£íta£ových logov. Séria £lán-
kov [76, 77, 78, 79, 81] sa venuje analýze minimálneho po£tu zdrojov v acyklických
a cyklických work�ow procesoch a ich aplikáciam v prípadových ²túdiách v medicín-
skych procesoch. Výsledky z práce [41] sú citované taktieº v preh©adovom £lánku [5] o
korektnosti work�ow sietí.

V nasledujúcich odsekoch sa venujeme moºným roz²íreniam výsledkov dizerta£nej
práce. Predpokladajme, ºe pre danú podtriedu work�ow sietí vieme ur£i´ taký po£et
in²tancií n, ºe platí výrok: ak vykonávaná sie´ má uviaznutia, potom má uviaznutia pre
n-in²tancií. V takom prípade je moºné adaptova´ Algoritmus 2 na detekciu uviaznutí.
Podtrieda work�ow sietí, v ktorých je moºné ur£i´ takéto obmedzenie na po£et in²tan-
cií nazvime siete s ohrani£enými uviaznutiami. Pre takéto podtriedy je teda moºné
nájs´ algoritmus, ktorý vy²etrí existenciu uviaznutí pomocou ohrani£ených Petriho
sietí bez nutnosti pouºi´ v²eobecný algoritmus dosiahnute©nosti, respektíve v²eobecný
algoritmus pre vy²etrenie domáceho priestoru Petriho sietí. �al²ia moºnos´ roz²íre-
nia tejto práce je detekcia uviaznutí v sie´ach, ktoré nie sú ur£ené, teda v sie´ach, v
ktorých statické miesta nemajú komplementárne ur£ujúce miesta. V takýchto sie´ach
môºu in²tancie zdroje vytvára´ aj spotrebova´. Neur£ené work�ow siete umoº¬ujú teda
modelova´ procesy, v ktorých jedna in²tancia spotrebuje zdroje vyprodukované inou in-
²tanciou. Posledný príklad ukazuje konkrétnu sie´, ktorá ilustruje podtriedu neur£ených
work-�ow sietí kombinovanú s ohrani£enými uviaznutiami.

Uvaºujme jednoduchú výrobnú linku, zobrazenú na Obr. 20. V procese vystupujú
ako zdroje roboty a spotrebný materiál, modelované statickými miestami. V rámci
jednej in²tancie procesu robot bu¤ dop¨¬a spotrebný materiál alebo vyrobí výrobok,
pri£om spotrebuje jednotku spotrebného materiálu. Na Obr. 21 je znázornená sie´ do-
siahnute©nosti procesu na Obr. 20. Táto sie´, respektíve zodpovedajúca vykonávaná sie´
má uviaznutia pre ©ubovo©né zna£kovanie statických miest, teda je dynamicky neko-
rektná. V prípade, ak originálna work�ow sie´ nemá ozna£kované statické miesto robot,
potom má sie´ dosiahnute©nosti, respektíve zodpovedajúca vykonávaná sie´ uviaznutie
uº pre jednu in²tanciu. Inak má sie´ dosiahnute©nosti respektíve vykonávaná sie´ pro-
cesu na Obr. 20 uviaznutia pre m0(robot) +m0(materiál) in²tancií. Work�ow sie´ zná-
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Obr. 21: Sie´ dosiahnute©nosti ozna£kovanej neur£enej work�ow sie´ so statickými mies-
tami a korektným správaním Obr. 20
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Obr. 22: Uviazutie v sieti dosiahnute©nosti ozna£kovanej neur£enej work�ow sie´ so
statickými miestami a korektným správaním pridelením v²etkých robotov do výroby
bez doplnenia spotrebovaného materiálu

zornená na Obr. 20 teda reprezentuje proces, pre ktorý je moºné ur£i´ ohrani£ený po£et
in²tancií ako funkciu po£iato£ného zna£kovania statických miest. Existenciu uviaznutí
potom sta£í overi´ pre tento ohrani£ený po£et in²tancií. Problém ur£enia dynamickej
semi-korektnosti a ur£enia korektného a nekorektného priestoru zna£kovaní doposia©
nebol vyrie²ený ani pre ur£ené ani pre neur£ené work�ow siete a predstavuje jeden z
hlavných cie©ov budúceho výskumu. Taktieº syntéza doplnenia dynamicky nekorekt-
nej work�ow siete na minimálne re²triktívnu dynamicky semi-korektnú work�ow sie´
s ur£ením korektného a nekorektného priestoru zna£kovaní je ¤al²ou ve©mi význam-
nou témou budúceho výskumu. �al²ím moºným cie©om budúceho výskumu je identi-
�kova´ podtriedy ur£ených a neur£ených work�ow sietí s ohrani£enými uviaznutiami.
Problémom stále zostáva zostavenie efektívneho algoritmu na vy²etrenie dynamickej
korektnosti work�ow sietí.

Záver

Hlavným cie©om tejto práce bolo zostavi´ metódu a algoritmus na detekciu uviaznutí
work�ow procesov s nezávislými in²tanciami a viacerými typmi zdie©aných trvácnych
zdrojov pri danom po£te zdrojov jednotlivých typov pre ©ubovo©ný po£et in²tancií.

Tento cie© bol naplnený nasledovne: V Kapitole 1 sme popísali de�nície formalizmov
pre modelovanie diskrétnych udalostných systémov s in²tanciami a zdie©anými zdrojmi,
ktoré boli pouºité v práci. V �asti 1.1 sme popísali prechodové systémy pod©a [45, 80].
V �asti 1.2 sme uviedli základné de�nície Petriho sietí pomenované pod©a Carla Adama
Petriho [64] a popísané napríklad v prácach [44, 62, 63, 67, 23, 24]. Kapitola 1 pokra-
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£uje �as´ou 1.3, v ktorej sú popísané work�ow siete pod©a [1, 2, 3, 4]. V �asti 1.4
sme sa venovali popisu sietí zo statickými miestami, ktoré modelujú zdroje, pôvodne
de�novaných v prácach [6, 32, 33] pod názvom work�ow siete s obmedzenými zdrojmi
(anglicky resource constrained work�ow nets). V porovnaní s prácami [6, 32, 33] sme
formalizovali skuto£nos´, ºe zdroje sú trvácne, pomocou komplementárnych miest [25]
pre statické miesta. Tieto komplementárne miesta sme nazvali ur£ujúce miesta static-
kých miest a takéto siete sme nazvali ur£ené work�ow siete. Analogicky s prácou [4]
sme de�novali korektné správanie (anglicky soundness) ako schopnos´ ukon£i´ korektne
jednu in²tanciu. V �asti 1.5 sme popísali úpravou de�nície z £lánkov [41, 42, 43] model
vykonávanej siete pre work�ow sie´ so statickými miestami pre ©ubovo©ný po£et in-
²tancií. Vykonávané siete sú ekvivalentné sie´am s identi�ka£nými £íslami pouºívaným
v práci [32]. Siete s identi�ka£nými £íslami sú ²peciálnou podtriedou farebných Petriho
sietí, de�novaných napríklad v prácach [37, 38, 39, 40]. V �asti 1.6 sme formalizovali
pojem uviaznutia vykonávanej siete.

Kapitola 2 je venovaná hlavnej £asti vlastného výskumu - detekcii uviaznutí vo
vykonávanej sieti pre ur£enú work�ow sie´ so statickými miestami, ktorá má korektné
správanie. V prvej £asti tejto kapitoly, teda v �asti 2.1 sme pridaním kon²truktora
k work-�ow sie´am so statickými miestami de�novali sie´ s kon²truktorom a ukázali
sme, ºe pridanie kon²truktora nesta£í na detekciu uviaznutí. Ilustrovali sme situáciu,
kde sie´ s kon²truktorom neodhalí existujúce uviaznutie vykonávanej siete a naopak,
situáciu, kde sie´ s kon²truktorom odhalí uviaznutie neexistujúce vo vykonávanej sieti.
V �asti 2.2 sme de�novali siete dosiahnute©nosti. Následne sme skon²truovali algorit-
mus, ktorý v prípade, ke¤ vstupná ur£ená work�ow sie´ so statickými miestami má
korektné správanie, vytvorí jej sie´ dosiahnute©nosti, inak vráti informáciu, ºe vstupná
ur£ená work�ow sie´ nemá korektné správanie. De�novali sme taktieº uviaznutia v sieti
dosiahnute©nosti. V �asti 2.3 sme dokázali prvý hlavný výsledok tejto práce - dokázali
sme, ºe zna£kovanie vykonávanej siete je uviaznutím vykonávanej siete práve vtedy,
ke¤ jemu zodpovedajúce zna£kovanie siete dosiahnute©nosti je uviaznutím v sieti do-
siahnute©nosti. V �asti 2.4 sme de�novali základné uviaznutia siete dosiahnute©nosti
ako uviaznutia, v ktorých sú ozna£kované spomedzi nestatických miest siete dosiahnu-
te©nosti iba takzvané kritické miesta. V �asti 2.4 sme dokázali druhý hlavný výsledok
práce - dokázali sme, ºe ak má sie´ dosiahnute©nosti uviaznutie, potom má sie´ dosia-
hnute©nosti zodpovedajúce základné uviaznutie. V �asti 2.5 sme dokázali, ºe kritické
miesta sú ohrani£ené a teda po£et základných uviaznutí musí by´ pre ozna£kované ur-
£ené work�ow siete s korektným správaním kone£ný. Pre ©ubovo©né kladné celé £íslo
sme de�novali n-obmedzenú sie´ dosiahnute©nosti ako ohrani£enú sie´, ktorá simuluje
správanie siete dosiahnute©nosti pre n in²tancií. Ukázali sme dva spôsoby, ako vypo£í-
ta´ horné ohrani£enie kritických miest. V �asti 2.5 sme pre ozna£kované ur£ené workf-
low siete s korektným správaním dokázali tretí hlavný výsledok tejto práce - dokázali
sme, ºe sie´ dosiahnute©nosti má základné uviaznutie práve vtedy, ak má zodpoveda-
júce základné uviaznutie ohrani£ená n-obmedzená sie´ dosiahnute©nosti, pri£om n je
ohrani£enie po£tu zna£iek v kritických miestach. V �asti 2.6 sme zostavili �nálny algo-
ritmus na detekciu základných uviaznutí siete dosiahnute©nosti ozna£kovanej ur£enej
work�ow siete s korektným správaním prostredníctvom detekcie základných uviaznutí
ohrani£enej Petriho siete - teda n-obmedzenej siete dosiahnute©nosti.

Týmto sme naplnili stanovený cie© práce. V Kapitole 3 sme sa venovali diskusii
vz´ahu prezentovaných vlastných výsledkov s príbuznými prácami, kategorizovali sme
typy dynamickej korektnosti a na£rtli sme moºné smery budúceho výskumu.
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