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Z0ZNAM POUZITYCH SYMBOLOV A SKRATIEK

Symboly a oznacenia

A(a), B(a) polytopicky opisané matice systému

A, B, C matice systému so znamymi parametrami
C mnozina komplexnych cisel

Dy D, oblast stability

Jo, charakteristicka funkcia LMI oblasti

F spatnovédzobna matica zosilnenia

F. matica rekonstruktora stavovych velic¢in
1 jednotkova matica

K, integracna zlozka regulatora

K, proporcionalna zlozka regulatora

M=M">0 matica M je symetricka kladne definitna

M=M">0 matica M je symetricka kladne semidefinitna
M transponovana matica k matici M

M, M matica rozmerov

M inverzna matica k matici M

P Ljapunovova matica

R mnozina redlnych cisel

H . H euklidovska norma vektora

® Kroneckerovo nasobenie

*

prvky matice symetrické podl'a hlavnej diagonaly

Skratky

BMI bilinearne maticové nerovnosti,

LMI linearne maticové nerovnosti,

MIMO mnohorozmerny systém

ORO otvoreny regulaény obvod,

PI proporéno-integraény regulator,

SISO systém s jednym vstupom a jednym vystupom
URO uzavrety regulaény obvod.



1 Uvop

Na zéklade poziadaviek z praxe mozno povedat’ Ze aplikécia linedrnej tedrie automatického
riadenia v praxi Casto neddva dostatocne dobré vysledky, a preto je potrebné rozpracovanie
teodrie robustného riadenia, ktora umozni navrh regulacnych obvodov aj pre reélne objekty
(procesy) so zohladnenim neurcitosti. Teoria robustného riadenia v sebe zahffia metody
analyzy vlastnosti realnych objektov a syntézy regula¢nych obvodov pre redlne dynamické
systémy. Pri analyze stability resp. riadeni realneho procesu sa vychadza z fyzikalneho opisu
systému resp. zidentifikovanych parametrov. Mozno povedat, ze takto ziskany
matematicky model systému je nepresny, pretoze kazdy model fyzikalneho procesu opisuje
skutoéni dynamiku iba priblizne. Nepresnost modelu moéze byt sposobend rdznymi
faktormi ako st napr. nelinearity, nepresnost’ snimacov, nezname resp. Ciastone zname
parametre a pod. Preto sa pri robustnom riadeni uvazuje model dynamického systému
vratane neurcitosti.

Predlozena praca pozostava z 6smich kapitol vratane uvodu a zaveru.

Druha kapitola obsahuje vybrany prehlad problematiky robustného riadenia v casovej
oblasti, ktora pozostava z:
. presne uvedenych modelov neurcitosti pre SISO a MIMO systémy vo frekvencne;j
a Casovej oblasti,
. definicie linearnych maticovych nerovnosti (Linear Matrix Inequalities- LMIs),
. problematiky analyzy stability a syntézy robustnych regulatorov,
. definicie © resp. @, oblasti stability a ich presného vyjadrenia pomocou LMI

algoritmov,
. vybranych pristupov riadenia systémov s dopravnym oneskorenim.

V tretej kapitole si uvedené ciele dizertacnej prace. Kapitoly 4 az 7 si venované vlastnym
(povodnym) vysledkom prace, z ktorych vécSina bola publikovana.

Stvrta kapitola pozostava z navrhu robustnych regulatorov so spitnou vizbou z vystupu a od
vektora stavovych veli¢in pre neurCité systémy v spojitej a diskrétnej casovej oblasti
s vyuzitim teoretickych poznatkov z druhej kapitoly. V pripade diskrétnej casovej oblasti je
uvedena aproximacia nekonvexnej oblasti tlmenia elipsou a jej LMI formulacia. Navrh
regulatorov je vykonany pre redlne systémy, ktorych vektor stavovych veli¢in nie je
meratel'ny, a preto je navrhnuty aj rekonstruktor stavov.

Piata kapitola sa zaobera navrhom robustnych regulatorov pre neuréité systém
s poziadavkou ohranicenia akéného zasahu pomocou elipsoidalnych invariantnych mnozin,
ktora sa vyuziva najméi v oblasti prediktivneho riadenia.

Siesta kapitola sa zaobera tedriou decentralizovaného riadenia zloZitych systémov.
V poslednej dobe je spojmom decentralizovaného riadenia spajana mysSlienka
ekvivalentnych podsystémov, ktora bola pre frekvenénu oblast uvedena v praci [13].
V siestej kapitole je uvedena metdda navrhu robustnych regulatorov pre ekvivalentné
podsystémy v ¢asovej oblasti.

V poslednej siedmej kapitole je uvedeny postup navrhu robustnych regulatorov pre systémy
s dopravnym oneskorenim s vyuzitim diskretizovanej formy Ljapunovov-Krasovského
funkcionalu, vd’aka ktorému mozno cely interval ¢asového oneskorenia rozdelit’ na niekol’ko
Zasti rovnakej dizky.

Sucastou prace je aj zoznam pouzitych symbolov a skratiek, zoznam pouzitej literatury
a zoznam publikovanych prac.



2 PREHCAD PROBLEMATIKY ROBUSTNEHO RIADENIA
2.1 Dg oblast’ stability

D, oblast’ stability predstavuje podmnozinu komplexnej roviny C [18].

Definicia 2.1
@, oblast’ komplexnej roviny C je definovana nasledovne

D, ={s€C: R, +R,5+Ris" +Rypss” <0} 2.1
kde R,=R eR*, R,=R, eR* apredpoklad R, >0 (plati pre konvexnu oblast,
ktort mozno definovat’” pomocou LMI). Bez predpokladu na maticu R,, , moze byt D,
oblast’ nekonvexnou. Za predpokladu, Zze R, >0, mozno maticu R,, prepisat podla [18]
takto

R,=LL (22)

kde LeR” je druhi odmocnina z R,,. D

, oblast’ (2.1) mozno potom prepisat’ do

nasledovného tvaru

R,+R,s+Rls" L
D, ={seC:| TR TS S 2.3)
L's -1,
Zakladna charakteristika Dg oblasti:
. D, oblasti su symetrické vzhladom na realnu os komplexnej roviny [18]

. prienikom viacerych LMI regionov je opat’ LMI region
Standardné vol’by Dg oblasti:
1) Lava polrovina komplexnej roviny C (oblast’ stability pre spojité systémy:
Re(s)<0) je opisana maticami
R,=0,R,=R.=1,R,=0 24
a jej graficka interpretacia je na obr. 2.1 (ilustracia ¢€.1).
2)  Jednotkova kruznica v komplexnej rovine C so stredom v bode (0,0) je opisana
nasledovne
R,=-1, R,=R,=0,R,=1 2.5)
a jej graficka interpretacia je na obr. 2.1 (ilustracia ¢.2).
Priklady Specialnych LMI oblasti v spojitej casovej oblasti ([19]):
3)  Posunuta polrovina komplexnej roviny C smerom dol'ava (Re(s) <=0 ) je opisana

maticami
R,=26,R,=R,=1,R,=0 (2.6)



4)

5)

Takto definovana LMI oblast’ je zobrazena na obr. 2.1 (ilustracia ¢.3) a mozno ju
nazvat’ ako oblast’ § — stability (dolny limit pre stupe stability).

Kruh s polomerom 7 a stredom v bode (g¢,0) je sektor opisany maticami
-r —q 0 1 g
R“:{ },Ru:[ },Rﬂ:o“ 2.7)
-q -r 0 0

Kruh so zadanym polomerom a stredom predstavuje horny limit dynamiky systému,
¢ize dochadza k obmedzeniu rychlych polov systému.

Kénicky sektor v I'avej polrovine komplexnej roviny C s vrcholom v bode (0,0)

a vnutornym uhlom 2¢ (Re(s)tan(p < —‘Im(s)‘) je definovany maticami

00 i
R,= , R, = sme C?Sw , Ry, =077 (2.8)
00 —Ccos@ sing

Takto definovana LMI oblast’ je zobrazena na obr. 2.1 (ilustracia ¢.4) a predstavuje
tlmiaci faktor systému (moznost znizit' preregulovanie URO).
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Obr. 2.1 Oblasti stability v komplexnej rovine [5]

LMI oblasti (posunuta polrovina komplexnej roviny, kruh a kénicky sektor) su podrobnejsie
zobrazené na obr. 2.2, kde vidno aj ich prienik. Mozno teda povedat, Zze prienikom LMI
oblasti vznikaju opat’ LMI oblasti, ktorych matice s va¢sich rozmerov.
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Obr. 2.2 Prienik LMI- oblasti

2.2 Robustna a kvadraticka stabilita
Uvazujme teraz linearny ¢asovo invariantny dynamicky systém
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Sx(1)= A(e)x(0)+ B(ar)ult)
y(t):Cx(t)

x(1), pre spojity systém
kde ox(t)=
de ox(1) { x(z+1), pre diskrétny systém ’

(2.9)

x(r)eR" je vektor stavovych veli¢in,

u(t)eR" je vektor vstupnych (riadiacich) veli¢in a y(r)eR’ je vektor vystupu. A(a) a
B(a) predstavuji matice neurcitého systému, ktorych konvexny polytopicky opis je

nasledovny

ﬂ..:{A(a) :A(ot):i:aiA,, ial. -1, a, 20} (2.10)
@:z{B(a):B(a)zZN:aiBi, ﬁ:ai =1, 0:120} (2.11)

i=1
Ked’ze ide o ¢asovo invariantny systém, parameter ¢ je nezavisly od ¢asu. Konkrétny opis
takéhoto systému je potom vzdy niektory prvok z mnoziny modelov (2.10) a (2.11).

V pripade robustnej stability bude stacit’ zabezpecenie stability vo vSetkych bodoch oblasti
neurcitosti.

V pripade, Ze existuje jedna symetricka kladne definitnd matica PeR™ pre celu oblast
neurcitosti, mozno povedat’, ze ide o kvadraticku stabilitu.

Veta 2.1
Matica A(a) z mnoziny A je kvadraticky @, stabilnd vtedy a len vtedy, ak existuje

symetricka kladne definitnd matica P € R™ , pre ktort plati nasledovna maticova nerovnost’

M, M
o [l
12 22

kde M, =R, ®P+R,®(P4)+R,®(4'P), M,,=(I,®4")(LOP), My, =—I1,®P a
R, =LL" (LeR* je druha odmocnina z R,, ) podla [18, 22].

(2.12)

Veta 2.2 ( podmienky Dg stability podla [18])
Matica A(er) z mnoziny A je kvadraticky @, stabilnd vtedy alen vtedy, ak existuje

symetricka kladne definitni matica PeR™ adve matice H € R™" a GeR™", pre
ktoré plati nasledujiica maticova nerovnost’
M, M
11 12:| < O

M{, ANP =
L=

M, =R, ®@P+H(I,®A4)+(I,®4")H" ,M,,=R, ®P+(I,® 4 )G~ H ,M,, =R, ®P-G-G" .

(2.13)

V pripade T'avej polroviny komplexnej roviny C (oblast’ stabilnych poélov pre spojité
systémy) mozno vzt'ah (2.13) prepisat’ do tvaru (2.14) a pre jednotkovy kruh v diskrétnej
z —oblasti nadobudne vztah (2.13) tvar (2.15).

Spojita casova oblast:



HA+ATH" P+A'G-H
M, (4,P)= ! <0 2.14
o (4:P) {P+GTA[—HT -G-G" (219)
Diskrétna ¢asova oblast:
-P+HA+ATH" A G-H
M. L P)= <0 2.15
ﬁK(A7 ) |: GTA[_HT P-G-G" ( )

Podobné vysledky pre stabilitu polytopického systému st uvedené aj v pracach [7, 9].
V praci [6] je na syntézu regulatora v diskrétnej Casovej oblasti uvazovana matica H =0 .

V nerovnostiach (2.14) a (2.15) vystupuje jednoducha Ljapunovova matica P (ta ista pre
celu oblast’ neurcitosti), o zarucuje stabilitu aj pri ¢asovo variantnom systéme. Tento
pristup vSak dava vo vSeobecnosti konzervativne vysledky, ktoré su ale vypoctovo vel'mi
lahko dosiahnutelné pomocou Standardnych LMI néstrojov [6]. MozZno teda povedat, Ze
kvadraticka stabilita zarucena jednou Ljapunovovou funkciou pre celu oblast’ neurcitosti sa
stava len postacujucou podmienkou robustnej stability, priCom oblast’ skutocnej stability
systému moze byt vyrazne vécsia [20]. Menej konzervativne vysledky v oblasti syntézy
a navrhu robustnych regulatorov (t. j. blizSie k redlnej hranici stability) mozno dosiahnut’
pouzitim Ljapunovovej funkcie s premenlivymi parametrami P(er), ktorej opis je

nasledovny
N N
@;:{P(a);P(a)zz%Fj, Zai =1« 20} (2.16)
i=1 i=1
Veta 2.3 (Veta 2.2 pre polytopicky systém s parametricky zavislou Ljapunovovou maticou)
Polytopicky systém (2.9) je robustne @, stabilny, ak existuji také matice H e R

GeR™" a N symetrickych kladne definitnych matic P, pre ktoré plati nasledujuci
vztah

(2.17)

i

vie(l,...,N} M%(A,_,p_):{M“ MIQ}O

M]TZ M22
M, =R,®P+H(I,®4)+(I,®4 )H" ,M,=R,®P+(1,®4")G-H ,M, =R, ®P-G-G .
V pripade T'avej polroviny komplexnej roviny (oblast’ stabilnych pdlov pre spojité systémy)

mozno vztah (2.17) prepisat’ do tvaru (2.18) a pre jednotkovy kruh v diskrétnej z —oblasti

nadobudne vzt'ah (2.17) tvar (2.19).
Spojitd casova oblast:
HA+A'H P+A'G-H
Vie{l,...,N} M%(A,,P,.){ 4+ 4 A

<0 2.18
P+G"4-H" —G—GT} (2-18)

Diskrétna casova oblast:
-P+HA+A"H" A'G-H
Vie{l,...,N} MQR(A,.,R.):{’ A+ 4 i

<0 .
G'4-H' B—G—GT} @19



3 FORMULACIA PROBLEMU A CIELE DIZERTACNEJ PRACE
Teoretickd Cast’ dizertacnej prace dokumentuje vybrané oblasti robustného riadenia
dynamickych systémov. Podrobne rozobera:
. analyzu stability dynamickych systémov s vel'kym dérazom na LMI oblasti stability,
ktoré su zakladom robustného umiestnenia poélov URO,

. syntézu regulacnych obvodov,
. riadenie systémov s dopravnym oneskorenim.
Ulohou dizertaénej prace je priniest nové vysledky v oblasti robustného riadenia
dynamickych systémov v ¢asovej oblasti s vyuzitim maticovych nerovnosti, konkrétne ide o:
. dalsie vysledky pre robustné umiestnenie polov pri navrhu riadenia v Casovej
oblasti, najmd pre Casovo-diskrétne systémy, kde je Ciastkovym cielom najst
vhodnu konvexnu aproximaciu nekonvexnej oblasti pre stanovené tlmenie,
. ulohy s ohrani¢enim akéného zasahu, cielom je vyuzit formuldciu ohranicenia
akéného zasahu pomocou linearnych maticovych nerovnic,
. vyuzitie vysledkov z navrhu robustného riadenia pre decentralizované riadenie,
. riadenie systémov s dopravnym oneskorenim.

Nasledujiice kapitoly su vypracované na zaklade nadobudnutych poznatkov, ktorych
prehlad je v predchadzajucich kapitolach. Uvadzame v nich ziskané vysledky pre navrh
robustného riadenia v Casovej oblasti, ktoré su pédvodnym prinosom dizertacnej prace,
vacsinu z nich sme publikovali v pracach, citovanych v jednotlivych Castiach.

Metodicky vychadzame z podmienok robustnej stability neurcitého systému, vyuzivame
parametricky zavisli Ljapunovovu funkciu. Podmienky analyzy robustnej stability
sformulované v podobe linearnych maticovych nerovnic (LMI) sa pre navrh robustného
regulatora menia na bilinearne maticové nerovnice (BMI). Pri navrhu stavovej spitnej vazby
je mozné ich Standardnou substiticiou pretransformovat na LMI, pri spitnej vizbe
z vystupu je problém zlozitejsi. V tomto pripade navrhujeme viacero alternativ: priame
rieSenie prislusnych podmienok BMI solverom, navrh rekonstruktora a stavovej spitnej
vizby (LMI formulacia), iteracné riesenie BMI cez postupnost’ LMI.

V nasledujucich kapitolach uvadzame priklady aplikdcie navrhnutych metéd navrhu
robustného riadenia na rdéznych teoretickych prikladoch ana realnych laboratornych
systémoch: ststave jednosmernych motor¢ekov (uvadzame motoréeky s roznymi
parametrami v réznych pracovnych oblastiach) a na hydraulickom systéme. Priklady sltzia
na verifikaciu atiez ilustraciu vyuzitelnosti navrhnutych postupov navrhu robustného
riadenia pre realne dynamické systémy.
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4 NAVRH REGULATOROV VYUZITiM LMI OBLASTi STABILITY

V tejto kapitole bude popisany navrh regulatorov pre dynamické systémy pomocou stavovej
spitnej vdzby ako aj spdtnej vdzby z vystupu s vyuzitim znalosti LMI oblasti stability.
Néavrh regulatorov bude uskutocneny v spojitej aj diskrétnej ¢asovej oblasti. Je teda potrebné
presne Specifikovat’ regiony, do ktorych budu pély URO umiestnené.

4.1 LMI oblasti stability

Standardné volby LMI oblasti pre spojiti ("ava polrovina komplexnej roviny (2.4)) ako aj
diskrétnu (jednotkova kruznica v komplexnej rovine (2.5)) ¢asovi oblast su presne
$pecifikované v kapitole 2.1. V pripade poziadavky na zlepSenie kvality regulacie, ako s
napr. znizenie preregulovania alebo zrychlenie procesu mozno definovat’ Specialne oblasti
stability, ktorych opis najdeme v kapitole 2. /. Patria sem oblasti ako:

. posunuta polrovina komplexnej roviny smerom dol’ava (2.6),
. kruh s polomerom r a stredom v bode (q,O) definovany maticami (2.7),
. konicky sektor v lavej polrovine komplexnej roviny (2.8),

Doposial’ spomenuté Specialne oblasti stability nachadzaju svoje hlavné vyuzitie v spojitej
Casovej oblasti. Tieto oblasti v§ak mozno prekonvertovat’ aj do diskrétnej casovej oblasti, na
ktoru sa ststred’'ujeme v tejto Casti prace. Prave v diskrétnej oblasti sa situacia komplikuje
tym, ze regiony, ktoré su konvexné v spojitej Casovej oblasti sa transformuji do
nekonvexnych regionov v diskrétnej ¢asovej oblasti.

4.1.1 LMI regiony v diskrétnej ¢asovej oblasti

Uvazujme komplexne zdruzené poly systému s=a= jb . Zodpovedajuce poly v diskrétnej
Casovej oblasti mozno uréit’ jednoduchym vztahom z definicie z — transformacie [14]

e 4.1

y 7(ajb
Z:esT:e(ﬂj):eTu

kde 7 predstavuje periddu vzorkovania.

Podla vzt'ahu (4.1) moze nastat’ niekol’ko pripadov: Imaginarna os spojitej ¢asovej oblasti
(hranica stability) sa premietne do jednotkovej kruznice v diskrétnej oblasti. Zaporna (lava)
polrovina komplexnej roviny v spojitej oblasti (oblast’ stabilnych polov - redlna zlozka polu
je zaporna) sa v diskrétnej oblasti zobrazi do vnutra kruznice s polomerom r=1 (zahfia
vsetky asymptoticky stabilné poly), ¢ize modul komplexného korena je mensi ako 1.
Posunuta polrovina komplexnej roviny smerom dolava o hodnotu & (v spojitej oblasti) sa
v diskrétnej oblasti premietne do vnutra kruznice so stredom v bode (0,0) a polomerom

r=e. Kladnd (pravd) polrovina komplexnej roviny C v spojitej oblasti (oblast

nestabilnych polov) sa zobrazi v diskrétnej oblasti mimo jednotkovej kruznice, ¢ize modul
komplexného korena je vacsi ako 1. Prisluchajuca oblast’ timenia (konicky LMI sektor) sa
70 spojitej s— oblasti premietne do diskrétnej z— oblasti ako logaritmicka $pirala (krivka),
ktora predstavuje nekonvexnti oblast. Diskrétne zobrazenie tejto oblasti pre tri rozne
hodnoty tlmenia (0.35, 0.5, 0.707) su zobrazené na obr. 4.1.

Ked'ze v diskrétnej oblasti ide v tomto pripade o nekonvexnt oblast, ¢o je pre dalSie
vyuzitie LMI pristupu nevhodné, je potrebné tuto oblast’ aproximovat’. Podl'a [1] je mozné
nekonvexnu oblast’ (pre rézne hodnoty tlmenia) aproximovat pomocou kruznic
s polomerom r a stredom v bode (q,O) , ktorych parametre st uvedené v tab. 4.1,
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D 4 r q
0 90° 0
0.35 priblizne 69.5° 0.5 0.5
0.5 60° 0.44 0.44
0.707 priblizne 45° 0.33 0.33

Tab. 4.1 Parametre aproximacnej kruznice podla [1]

kde D predstavuje tlmenie (damping), ¢ ((p:arccos(D)) je uhol koénického sektora
v spojitej s—oblasti pre zadané tlmenie, » je polomer aproximacnej kruznice v z — oblasti,
g je suradnica stredu aproximacnej kruznice na reédlnej osi. Kruznica opisana ako LMI
oblast’ bola definovana v kapitole 2./ maticami (2.7). V pripade uzavretého regula¢ného
obvodu budu poly umiestnené do vnutra pozadovanej kruznice.

0

Imis) Imiz
D=0.70 D=y

s-oblast’
Reiz)

z-oblast’

Obr. 4.1 Zobrazenie tlmenia zo spojitej casovej oblasti do diskrétnej [1]

Aproximacné kruznice pre hodnoty tlmenia (D) z tab. 4.1 s réznymi polomermi (r) st

zobrazené na obr. 4.2. Ako vidno na obrazku, aproximacné kruznice vychadzaju z oblasti
tlmenia. Pri navrhu regulatora metdodou Pole Placement, mézu v takomto pripade poly
uzavretého regulacného obvodu prechadzat’ aj mimo pozadovanej oblasti timenia.

Pre tento pripad sme vypracovali vlastny pristup k vnutornej aproximdacii nekonvexnej
oblasti stability v z—rovine. Za najvhodnejsie pokladame vykonat’ aproximaciu vpisanou
elipsou. Najskor vSak treba ziskat opis nekonvexnej oblasti vytvorenej logaritmickou
$piralou. Elipsa bude prechadzat’ extrémami funkcie (logaritmickej Spiraly) a priese¢nikom
$piraly s realnou osou komplexnej roviny C .

Ked'ze vieme opisat’ hornii (modru) aj dolnu (Cervenu) polpriamku konického sektora
v spojitej Casovej oblasti z obr.4.3, pouzitim vztahu (4.1) dokaZzeme danu krivku opisat’ aj
v diskrétnej Casovej oblasti. Oznaéme realnu zlozku komplexného ¢isla ako a , imaginarnu
zlozku ako b auhol, ktory zviera horna aj dolna polpriamka s realnou osou ako ¢ .



a P

Obr. 4.2 Aproximdcia nekonvexnej Obr. 4.3 Konicka oblast v s-oblasti

oblasti timenia v diskrétnej z-oblasti

Obraz hornej polpriamky v z-oblasti:

Zo znalosti goniometrickych funkcii v pravouhlom trojuholniku, vieme z obr. 4.3 vyjadrit
vztah b=-La, kde L =tge . Horna polpriamka je potom opisana mnozinou bodov

(a,—La), a<0 4.2)
Dosadenim (4.2) do s=a+ jb ziskame zapis komplexného &isla vtvare s=a—jLa .

Pouzitim vztahu (4.1) mozno takto zadané komplexné Eislo (resp. pol systému) prepocitat’
70 spojitej Casovej oblasti do diskrétnej, teda

s=¢T = e(aija)T e =l i 4.3)
Zo znalosti exponencialnej funkcie komplexného ¢isla mozno vzt'ah (4.3) prepisat’ do tvaru
z=¢ (cosLt — jsinLt) (4.4)

odkial’ napokon vyjadrime parametricky zapisanti hornu polpriamku logaritmickej $piraly
(krivky) v diskrétnej casovej oblasti
a=é€coslt, b=—€'sinLt <0 4.5)

V pripade hornej polpriamky ma zmysel uvazovat’ argument Lt [—71', ﬂ'] ,teda 7 e [%,0} .
Obraz dolnej polpriamky v z-oblasti:

Obraz dolnej polpriamky konickej oblasti mozno vyjadrit’ analogicky s hornou polpriamkou,
teda parametricky zapis dolnej Casti logaritmickej Spiraly je v tvare

a=e'coslt, b=e'sinlt te [%,0} (4.6)

-7 o .
kde hodnota A predstavuje prieseénik s realnou osou.

Vztahy (4.5) a (4.6) predstavuju parametricky opis kriviek ohranicujucich v z—oblasti
region polov systému zodpovedajucich danému tlmeniu.
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Vypocet extrémov logaritmickej Spirdly:
Vypocet maximalnej hodnoty funkcie (logaritmickej Spiraly) ziskame z hornej Casti krivky.
Hl'adame teda stacionarne body, v ktorych ma derivacia funkcie nulovi hodnotu. Z derivécii

% =—¢'sin Lt — Le' cos Lt =—¢' (sin Lt + Lcos Lt 4.7

% =¢'cosLt—Le'sin Lt =¢'(cos Lt — Lsin Lt) 4.8)

vieme podl'a [11] vyjadrit’ derivaciu funkcie v tvare

db _db <t db_dt db (da)'
= X=X — =X — 4.9)
da 4t da dt da dt \dt
Dosadenim vzt'ahov (4.7) a (4.8) mozno derivaciu (4.9) prepisat’ nasledovne
db —e'(sinLt+LcosLt) —(sinLt+LcosLt) 410
da ¢ (cosLt—LsinLt)  cosLt—LsinLt (4.10)
Ked’ze h'adame stacionarny bod, derivaciu (4.10) polozime rovnu nule, teda
It s LeosL sinLt, +LcosLt, =0
- t, + t
db _ (sinLt, cos E):O N tglt, +L =0
da  cosLt,—LsinLt,
tglt, =-L
Vieme, ze L=1tg@, a preto
tglt, =—t,
ghig g(p_) tﬁz_g:_i
Lty =—¢ L g
Strradnice bodu, kde ma logaritmicka $pirala svoje maximum st
e e
a,. =e"“coslt, =e “’ cos tgqo(—(p] =e "’ cos(—p)
gy
. . (4.11)
— e Qi — 189 3 l = 189 o1
b, =—€*sinLt, =—e “’sin [tggp(— D =—e “"sin(-p)
gy
Stradnice bodu, kde ma logaritmicka $pirala svoje minimum budu analogicky
e e
a, =e"“coslt,=e “’cos tg(p[—(o]] =e “’cos(-p)
gy
(4.12)

o o
b, =esinLt, =e sin(tg(p[—(p]] =e " sin(-p)
gy

. 7

Priesecnik Spirdly s redlnou osou komplexnej roviny:

Pravy priese¢nik s realnou osou je v bode (1,0). Lavy prieseénik mozno vyjadrit’

z parametrického vztahu (4.5) pre argument Lte[-z,7], teda te|:_—1jr,0:|. Polozme
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imaginarnu zlozku b zo vztahu (4.5) rovnl nule, teda —e'sinLi=0, pre tz_L—”. Lavy

priesecénik s realnou osou je potom v bode so suradnicami
(,,0) = [—eL sinL_L”,Oj = {—ew sin— ”’0] = {—ew,OJ (4.13)

4.1.2  Elipticky LMI regién

Ako uz bolo spomenuté, aproximaciu nekonvexnej logaritmickej Spiraly vykoname elipsou.
Elipsa bude prechadzat’ extrémami $pirdly (4.11) a (4.12) a jej priesecnikom s realnou osou
komplexnej roviny (4.13), ktoré boli vyjadrené v predchadzajucej stati. Z nadobudnutych
poznatkov vieme vyjadrit,, stred elipsy ako aj jej polosi.

Stred a polosi elipsy:

Logaritmicka $pirala predstavuje krivku symetrickt podla redlnej osi komplexnej roviny.
Kedze elipsa ma prechadzat' extrémami Spiraly (4.11) a (4.12) a bodom (4.13), jej stred
bude lezat’ v prieseniku spojnice maxima a minima S$piraly s redlnou osou komplexnej
roviny, teda vbode so suradnicami (aS,O). ag mozno vyjadrit zo vztahu (4.5) pre

-- 2 , potom stred elipsy bude v bode
gp

Iy

_e
(aS,O):(etE cosLtE,O)z e 87 cos(-¢),0 (4.14)

Moézeme povedat’, ze prva suradnica bodu (4.14) ag =a,x = amin » Pretoze body (4.11),
(4.12) a (4.14) lezia na spojnici extrémov, ktorad je kolma na redlnu os. Hlavni a vedl'ajSiu
polos elipsy mozno vyjadrit’ nasledovne: hlavna polos elipsy «@; bude rovna vzdialenosti

bodov (ag,0) a (ao,0), teda nadobudne hodnotu
a =dg—dg (4.15)
b

a vedlajsia polos bude rovnd vzdialenosti bodov (a5,0) a max )

(amax >
(resp. (@min+Bmin )) - teda nadobudne hodnotu
4y =byy —0=by (4.16)

Elipsu so stredom v bode (4.14) a polosami (4.15) a (4.16) mozeme definovat’ ako LMI
oblast’ nasledujucimi maticami

)
-1 -ac 2 22 1 1
R, = ,R,= LR, =07 c=—,d=— (4.17)
—ac -1 (c+d) a, a,
~— 0
2

Parametre aproximacénych elips pre hodnoty tlmenia z tab. 4.1 st uvedené v tab. 4.2 aich
zobrazenie najdeme v obr. 4.4. Ako vidno na obrazku, aproximacné elipsy sa nachadzaji vo
vnuatornej oblasti logaritmickej Spiraly. Mozno teda povedat, Zze pri navrhu regulatora
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metddou Pole Placement budu vsetky poly URO vpisané do danej oblasti a nebudu
prechadzat’ mimo Spiraly.

D @ a, a, ag

0 90° 1 1 0
0.35 | priblizne 69.5° | 0.5316 0.5953 0.2224
0.5 60° 0.4362 0.4731 0.2731
0.707 priblizne 45° 0.3656 0.3225 0.3224

Tab. 4.2 Parametre aproximacnej elipsy

Im(z) ——0=0
D=03%
D=05
D=0707

+  max
+  min

1

-1

Obr. 4.4 Aproximadcia nekonvexnej oblasti tImenia v diskrétnej z-oblasti

4.2 Navrh stavovej spitnej vizby v diskrétnej oblasti

V tejto stati vykoname navrh stavovej spitnej vdzby v diskrétnej Casovej oblasti, kde
vyuZzijeme aproximaciu logaritmickej $piraly elipsou, ktora bola vyjadrend ako LMI oblast’
v predchadzajtcej kapitole. Kvalita riadenia bude ovplyvnena zvolenou hodnotou tlmenia.
Uvazujme linearny Casovo invariantny neurCity diskrétny dynamicky systém (2.9) kde
A(ar) a B(a) predstavuju matice neur¢itého systému, ktorych konvexny polytopicky opis
je uvedeny vo vztahoch (2.10) a (2.11).

Hl'addme stavové spétnoviizobné zosilnenie F tak, aby matica URO A(a)+B(«)F bola
robustne stabilnd pre vietky A(a)eA a B(a)ed. Poly URO modzu byt robustne

umiestnené do poZadovanej LMI oblasti pouzitim podmienok @, stability.

Veta 4.1([18])

Ak existuju také matice H e R™, SeR?”" a N symetrickych kladne definitnych matic
P, pre ktoré plati nasledujuci vzt'ah

M, (4,P)= M Mo 4.18
o A )=y g (4.18)
1

kde M, =R, ®P+R,®(AH+BS)+R,®(AH+BS) , My, =R, ®(P-H-H"),
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M, =R} ®(B - HT)+ R, ®(A[H+ B[S) , potom polytopicky linearny systém (2.9) je
robustne @, stabilizovatelny stavovou spétnou vizbou so zosilnenim

F=SH" (4.19)
Poziadavkou bude umiestnenie pélov URO do oblasti logaritmickej $piraly zodpovedajicej
prislusnej hodnote tlmenia aproximovanej elipsou. Efektivnost’ metody je v dizertacnej praci
ilustrovana na jednom teoretickom priklade, v ktorom je vykonany navrh stavovej spétnej
vizby sumiestenim poélov do pozadovanej oblasti pre 50 nestabilnych nahodne
vygenerovanych systémov. Vysledky z tejto Casti boli Ciasto¢ne publikované v praci [28],
kde bola vykonana aproximacia nekonvexnej Spiraly pomocou experimentalnej kruznice.
4.3 Navrh stavovej spétnej vizby a rekonstruktora stavov pre spojity systém

Ulohou je navrhnif stavovy regulator pre realny proces, ktorého stavy viak nie st
meratelné. Vzhl'adom na tato skutocnost’ vykoname navrh rekonstruktora stavovych veli¢in
neurcitého systému. Kvalitu riadenia ovplyvnime umiestnenim poélov URO do $pecifickych
LMI oblasti.

Uvazujme linedrny ¢asovo invariantny neurcity spojity dynamicky systém (2.9), kde A(a)
a B(a) predstavuju matice neurcitého systému, ktorych konvexny polytopicky opis je
uvedeny vo vztahoch (2.10) a (2.11).
Pre navrh regulatora od stavovej spétnej vizby uvazujme algoritmus riadenia v tvare

u(t) =Fx(t) (4.20)

kde F predstavuje jednoduché stavové spitnovdzobné zosilnenie. Systém (2.9) s
algoritmom riadenia (4.20) mozno prepisat’ ako URO so spétnou vdzbou od stavov takto

i(t)= A (a)x(7) @21)
kde
N N
A= {A(,(a): A(a)=Dad;, D=1, a2 0}, A,=4+BK (4.22)
i=1 i=1
V tejto kapitole pouzijeme pri navrhu regulatora Ljapunovovu funkciu s premenlivymi
parametrami P(a) (2.16), ktora zabezpeCi zmiernenie konzervativizmu. Pri navrhu

stavového reguldtora ako aj rekonStruktora stavov bude pouzitd podmienka robustnej @,
stability (2.17), ktora hovori, Ze polytopicky systém je robustne @, stabilny vtedy a len

vtedy, ak existuju také matice H eR™", GeR™", F a N symetrickych kladne
definitnych matic P, , pre ktoré plati nasledujuci vztah

(4.23)

M, M
Vie{l,...,N} M%(A,AP_):{ i IZ}O

Mlg M22
M, =R,®P+H(I,®A4,)+(I,®4})H" ,M,,=R,®P+(I,®4])G-H ,M,=R,®P-G-G" .
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Ciel'om je umiestnenie pélov URO do predpisaného regionu v komplexnej rovine, ktory je
definovany maticami R, R, a R,,. Region, do ktorého chceme umiestnit’ poly URO
volime vzhl'adom k poziadavke kvality regulacie.
4.3.1 Navrh rekonstruktora stavov systému
V pripade, Ze chceme navrhnit' stavovy regulator pre systém, ktorého stavy nie st
meratel'né, je potrebné vykonat deterministicky odhad stavu systému. Odhad je mozné

realizovat’ ndvrhom tzv. rekonstruktora, ktory sa pouziva na rekonstrukciu vektora
stavovych veli¢in.

Predpokladajme, Ze¢ pre Vae 4, 8 je (A(a),B(a)) riaditelny a (A(a),C)
pozorovatel'ny par. Rekonstruktor mozno podl'a [16, 17] opisat’ rovnicou v tvare

%(t)=A(a)x(t)+B(a)u(t)+F,(a)(y(1)-5(1)) (4.24)
kde F:= {Fx (a):F.(a)= iaiFn., iai =1, a> 0}, F,eR™ predstavuje maticu

rekonstruktora, y(¢)=Cx(¢) a 3(r)=Cx(r) predstavuju vektor vystupnych veli¢in

systému (2.9) arekonstruktora (4.24). Chybu odhadu rekonstrukcie vektora stavovych
veli¢in mozno vyjadrit’ od¢itanim (4.24) od (2.9) takto

&(t)=4.(«)(1) (4.25)
kde 4:= {AX (a):4,(a)= ia’iAxi, iai =L a2 0}, A,=4-F,C.

Asymptoticka konvergencia chyby &(¢)=x(#)—%(¢) knule je zabezpetena ak vietky

vlastné ¢isla matice A4,

Casovej oblasti). Asymptoticka konvergencia k nule chyby odhadu vektora stavovych veli¢in
Jje zabezpecena vyuzitim podmienok robustnej @, stability (2.17) ako v (4.23).

i=1,...,N lezia v l'avej polrovine komplexnej roviny C (v spojitej

Névrh rekonstruktora vektora stavovych veli¢in F, ako aj stavového spitnovdzobného
zosilnenia F je vdizertanej praci vykonany pre redlny model laboratorneho
jednosmerného motorceka ako v ¢lanku [33], kde je systém aj podrobne popisany.

4.4 Navrh PI regulatora pomocou spétnej vizby z vystupu

Predpokladajme, Ze kvalitu riadenia ovplyvnime umiestnenim polov URO do $pecifickych
LMI oblasti bez kriterialnej funkcie. Uvazujme linearny ¢asovo invariantny neurcity spojity
dynamicky systém (2.9), kde A(a) a B(a) predstavujii matice neur€itého systému,
ktorych konvexny polytopicky opis je uvedeny vo vztahoch (2.10) a (2.11).

Uvazujme riadiaci algoritmus PI regulatora v tvare

u(t):pr(t)+K[I y(t)dr (4.26)
0
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oznacme z(t) =J.y(t)dt a X(t)z[xr (t) z' (t):|T, algoritmus riadenia (4.26) so spétnou
0

vézbou z vystupu potom mdzeme prepisat’ nasledovne
u(t)=FC,X(t) 427)
kde F=[Kp K;| a C,=diag{C,1},Ie R . Uzavrety regula¢ny obvod s PI
regulatorom nadobudne podl'a [36, 38] nasledovny tvar
X(t)=4,(a)X(t)+B,(a)u(t) (4.28)
kde 4,(a) a B,(a) predstavuju matice rozsireného neurcitého systému, ktorych konvexny

polytopicky opis je nasledovny

N N A 0
A= {An ((l) 4, (a):zaiAm'r zai =1, ¢ ZO}: A, :|: i :| (4.29)
i=1 i=1

c 0

N N B
B:= {Bn (a) ‘B, (a) = zaiBm" zai =1, a2 0}7 B, :|: (;:| (4.30)
i1

i=1
Systém (4.28) s PI algoritmom riadenia (4.27) mdze byt prepisany ako uzavrety regulacny
obvod so spétnou vizbou z vystupu
X(1)=4(a)X(1) (431)
kde

N N
ﬂ = {AL (a) 3 AC (a) = ZO‘[AC:" Zaf = 1’ ai 2 0}’ Ac[ = Am' + Bm'FCrt (432)
i=1

i=1
Pri navrhu reguldtora budeme vychadzat' z podmienky robustnej @, stability (4.23)

s parametricky zavislou Ljapunovovou funkciou P(a) (2.16). Ciel'om je umiestnenie polov

URO do predpisaného regionu v komplexnej rovine. Regién, do ktorého chceme umiestnit’
p6ly URO volime vzhl'adom k poZiadavke kvality regulacie.

Navrh PI regulatora je v dizertacnej praci vykonany pre realny laboratorny hydraulicky
systém (nadrz) ako v ¢lanku [36], kde je systém aj podrobne popisany.

Treba poznamenat, ze pri spitnej vidzbe od stavov je z teoretického hladiska vzdy mozné
umiestnit’ poly do T'ubovolnej predpisanej oblasti (za predpokladu riaditelnosti systému),
kym pre spitna vizbu zvystupu to vo vSeobecnosti nie je mozné. Vychadzame
z predpokladu, ze systém je stabilizovatelny spétnou vdzbou z vystupu. Umiestnenie polov
do istého regionu potom tieZ nie je zaruene realizovatelné. V takom pripade predpisanti
oblast’ polov postupne zuzujeme (postupne zvySujeme tlmenie a stupen stability).

5 ULOHY S OHRANICENIM AKCNEHO ZASAHU

Ohraniéenie vstupného signalu je prirodzenou poziadavkou pri riadeni realnych procesov.
Kapitola obsahuje vysledky, ktoré prezentuju ulohy s ohrani¢enim akéného zasahu pomocou
elipsoidalnych invariantnych mnozin [12], ktoré sa vyuZivajii najmé v oblasti prediktivneho
riadenia.
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5.1 Ohranicenie vstupu invariantnou mnoZinou
Majme linearny casovo invariantny dynamicky systém (2.9), kde vektor vstupnych
(riadiacich) veli¢in u(z)eR" je ohrani¢eny takto

Fz{u(t)eR”’:

u () <U,, i=1,...,m| (5.1)
Uvazujme stabiliza¢ny spatnovdzobny zakon riadenia v tvare

u(t)=Lx(t) (5.2)
F, pre spitna vdzbu od stavov

, ktory zabezpeci, Ze pre kazdy pociatoény stav
FC, pre spétnu vizbu z vystupu Y P P v P v

kde L ={
x(0) eQ(P(a)) , riadenie u(¢) zotrva v mnozine (5.1) pre Vz>0. Q(P(a)) predstavuje
elipsoidalnu Ljapunovovu mnozinu definovanu nasledovne

Q(P(a))={x(t)eR":x" (t) P(a)x(t) <o} (5.3)
kde o predstavuje kladné realne Cislo (skalar), ktoré urcuje velkost’ mnoziny Q(P(a)) .
Definicia 5.1 ([4])
Podmnozina §e€R" je pozitivne invariantnou mnozinou pre dynamicky systém (2.9)
s algoritmom riadenia (5.2) vtedy alen vtedy, ak pre kazdy pociatoény stav x(O)eS ,

trajektoria stavu x(7) zotrvava nad’alej v mnoZine § pre v¢>0.
Uvazenim algoritmu riadenia mozno podl'a [23] vyjadrit’ ohranicenie takto

£(L)={x(t)er": b=y

DLx(1)|<U,. i=1...m}; D, eR™ .d, ={ D j={leam)  (5.4)

0 i#j
Potom ohranicenie vektora vstupnych velic¢in mozno podl'a Vety 5.1 definovat’ ako LML
Veta 5.1 (/23])

Podmnozina Q(P(a)) c £(L) je pre zakon riadenia (5.2) ekvivalentna s podmienkou

P(a) L'D’ U’
7120, j=l..,m A, €0, (5.5)

* /77 o

Ako uz bolo spomenuté, pri spitnej vizbe od stavov je z teoretického hladiska takmer vzdy
mozné umiestnit’ poly do l'ubovolnej predpisanej oblasti, kym pre spétni vizbu z vystupu to
vo v§eobecnosti nie je zarucene realizovatelné.

5.2 Navrh stavovej spiitnej vizby

Cielom je navrhnut regulator podla kapitoly 4.3 tak, aby sa dodrzalo predpisané
ohrani¢enie akéného zasahu podla (5.5). V pripade, Ze navrhujeme stavovy regulator pre
realny model, ktorého stavy nie sii merate'né, vykoname navrh rekonstruktora stavovych
veli¢in neur¢itého systému ako v kapitole 4.3. Kvalita regulacie zavisi od zvolenej LMI
oblasti, do ktorej budi umiestnené poly URO. Region, do ktorého chceme umiestnit’ poly
URO volime vzhl'adom k poziadavke kvality regulacie.
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Névrh rekonstruktora vektora stavovych veli¢in F, ako aj stavového spétnovizobného

zosilnenia F je vdizertatnej praci vykonany pre redlny model laboratérneho
jednosmerného motorceka z ¢lanku [40] ako v kapitole 4.3.

5.3 Navrh PI regulatora pomocou spitnej vizby z vystupu

Cielom je navrhnit PI reguldtor so spitnou védzbou z vystupu (vid. kapitola 4.4) bez
definovanych $pecifickych LMI oblasti (uvazujeme I'ava polrovinu komplexnej roviny pre
Casovo-spojity systém) tak, aby sa dodrzalo predpisané ohranicenie akéného zasahu (5.5).
Kvalita riadenia bude zabezpecena uvazovanim Standardnej kvadratickej kriterialnej funkcie

J:_TJ(t)dt (5.6)

kde J(t):XT(t)QX(t)+uT(t)Ru(t)+X(t)T SX(t) a O, R, S st symetrické kladne definitné
matice.

Definicia 5.2
Majme neurcity systém (2.9) s kriteridlnou funkciou (5.6). Riadenie, pre ktoré dosiahnuta
hodnota tcelovej funkcie (kritéria kvality) neprekro¢i zadanti hodnotu, teda J <J;, potom

nazyvame riadenim so zarucenou hodnotou ucelovej funkcie (kritéria kvality).

Navrh PI regulatora je v dizertatnej praci vykonany pre realny model laboratéorneho
jednosmerného motorceka z ¢lanku [38].

6 ROBUSTNE DECENTRALIZOVANE RIADENIE

Jednym z hlavnych problémov riadenia zlozitych systémov je rozsiahlost’ takéhoto systému,
¢o mdze viest k nerieSitelnosti ulohy. Decentralizované riadenie predstavuje efektivny
nastroj na riadenie zlozitych systémov, pri ktorom je riadeny systém rozdeleny na M
podsystémov a cela uloha riadenia sa dekomponuje, takze jednotlivé podsystémy je potom
mozné riadit’ relativne samostatne. V poslednej dobe bola pre decentralizované riadenie vo
frekvencnej oblasti vypracovana metoda ekvivalentnych podsystémov [13], na zaklade
ktorej bude spracovand aj tato kapitola. Zakladnou ulohou pri tomto pristupe je navrhntt
schému decentralizovaného riadenia tak, aby regulatory pre jednotlivé ekvivalentné
podsystémy boli navrhované samostatne. Mozno teda ovplyviiovat' kvalitu riadenia
jednotlivych podsystémov so zachovanim robustnej stability a kvality riadenia celého
systému.

6.1 Formulacia decentralizovaného riadenia
Uvazujme zlozity systém pozostavajuci z M podsystémov, ktorych opis je v tvare

S, %,(1)= 4, (@)x; (1) + B, (a)u, (1)
+Z( (@)%, () + By (@)u (1) j=l...M ©.1)

k#/

¥, ()=Cx, (1)
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kde x,(r)eR", u,(t)eR™ a y, (1)eR" su vektory stavovych, vstupnych (riadiacich)
avystupnych veli¢in podsystému. Matice 4,(e), B,(a), 4,(a), B,(a) a C,
predstavuji matice prislusnych rozmerov polytopického systéemu (6.1). 4,(a) a B,(a)
predstavuju matice podsystému, 4, () a B, («) st matice interakcii podsystémov.

Uvazujme teraz zlozity systém, ktory obsahuje M podsystémov (2.9); kde x(t)eR”,

u(t)eR” a y(t)eR’ predstavuji vektory stavovych, vstupnych (riadiacich) a vystupnych
M
n;, m= Zm ’ a l=
j=1
T

x(6)= (5] (6) 2 (1) e X () ()= (1) ol () o (1)), (1) =0 (1) 22 (0) e ¥(0))

A(ar) a B(a) predstavuju matice neur€itého systému, ktorych konvexny polytopicky opis

lj:
1

M M
veliéin ~ celého  systému  srozmermi n=
Jj= J=

je uvedeny vo vztahoch (2.10) a (2.11), odkial’ matice 4, a B, mozno zapisat’ takto
4=4,+4,

i=L...,.N 6.2
B,=B,+B, (62)

kde 4, :diag{A’,},} , B, :diag{Bj.j} pre j=1,...,M predstavuju diagondlne matice
prislusnych podsystémov, 4,, a B, si mimo diagondlne matice celého systému, ktoré
zodpovedaju maticiam interakcii jednotlivych podsystémov. C =diag{C j}, Jj=L...M je
blokovo diagonalna matica.

Hlavnou tulohou néavrhu decentralizovaného riadenia je najst’ stabilizacni blokovo-
diagonalnu spétnovdzobnu maticu F (spétnd vdzba od vektora stavovych veli¢in alebo z
vystupu) pre spojeny systém (2.9), ktorej navrh je zalozeny na myslienke ekvivalentnych
podsystémov [13]. Problematika navrhu regulatora sa tak stdva problémom na trovni
podsystémov. Pri navrhu regulatorov na Urovni podsystémov mozno postupovat ako
v pripade navrhu stavového regulatora, resp. PI regulatora so spétnou vézbou z vystupu ako
v predchadzajtcich kapitolach.

Uvazujme stabilizacny spitnovdzobny zakon riadenia pre j -ty podsystém v tvare

u;(t)=Lx,(7) (6.3)

F, pre spdtni vdzbu od stavov

kde L:{ , F=diag{F}, C=diag{C}, j=1...M.

FC, pre spétnu vizbu z vystupu
URO celého systému (2.9) s algoritmom riadenia mozno napisat’ v tvare

x(t)=(4, (a)+ 4, (a))x(r) (6.4)
kde
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N
A(@): A (@)= adiag {A;,,,}
i=1

- N
A= ,Zal:l, a,20
ST R = (6.5)
A4.(a): 4, (a)= Zaidlag {Acfk}
i=1
Jk=1...M
Ac’:jj a Ajjk, J #k predstavuju matice URO jednotlivych podsystémov a ich interakcii v i-

tom vrchole polytopického systému.

Uvazujme teraz URO izolovaného j — teho podsystému bez interakcii v tvare
x,(1)=4,(a)x;(1) (6.6)

kde 4, je matica URO j—teho podsystému.

Pri navrhu stabilizacnej spdtnovdzobnej matice F budeme vychadzat z podmienky
robustnej @, stability (2.17) s parametricky zavislou Ljapunovovou funkciou Pj(a)
(2.16), ktora hovori, Ze polytopicky systém (6.6) je robustne @, stabilny vtedy a len vtedy,
ak existuji také matice H,eR™", G, eR™" a N symetrickych kladne definitnych

matic P]’ , pre ktoré plati nasledujuci vztah

o M, M
Vie{l...,N} M(DR(A:,[,,IJ;)z{M‘T‘ M”}o (6.7)
12 22

kde M, =R, ®F, +H,(I,® 4, )+(1,®(4

<l

))H] . M,=R,®P +(1d ®(4 )T)G,—H_,

E J J
M,, =R, ®P —G,—-G, a I, predstavuje jednotkovi maticu s rozmerom d xd .

Region definovany maticami R,,, R, a R,,, do ktorého chceme umiestnit’ poly URO

jednotlivych  podsystémov ~ volime vzhl'adom k poziadavke kvality regulacie.
Poznamenajme, Ze matice H, a G, nemaju predpisanli Ziadnu Specidlnu formu, do

podmienky robustnej @, stability s zaradené z dovodu zmiernenia konzervativizmu. Do
podmienky robustnej @, stability (6.7) moze byt zabudovana kvadratickd kriteridlna

funkcia ako v [21].

Obratme teraz pozornost’ na stabilitu celého systému. Nasledujiuce vysledky tykajice sa
vlastnych c¢isel matice vyuzijeme pri navrhu decentralizovaného regulatora s ohl'adom na
interakcie podsystémov.

Veta 6.1 ([8])
Majme maticu

A= {a/k }j,k=1....,n (68)
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a,>0, j=k ) ) ) )
kde a: . . Ak A4 je kladne diagonidlne dominantnd matica, teda
a, <0, j#k

n
a;> 3 ‘ajk

k=1, j#k
vlastné ¢isla maju kladnu realnu Cast’.

, potom A je M - maticou; jednou z vlastnosti 9 - matice je, ze vsetky jej

Doésledkom uvedenej vety je nasledujuce tvrdenie. Matica 4 je stabilnd ak je zaporne
diagonalne dominantna.

Veta 6.2 (zovseobecnena Gershgorinova kruznica podla [8])

su také kladné cisla, ze

Majme §tvorcovi maticu 4 rozdelentl na bloky (A::/)' Ak ¢,...,c,

nasledujuca matica

G _HAle _HAIM
_H‘jlle 0:2 _HAZWH 6.9)
T I % S

je M- maticou, potom vSetky vlastné Cisla matice A4 lezia vregione
D, :{z:r(Aff —zI/)Sc/.,j:I,...,Wl} , kde r(.) je miera regularity $tvorcovej matice. Ak
je matica A4 singularna, potom r(.4)=0. Ak je nesingularnou, potom r(4)= HA"H_1 )
Veta 6.3 ([15])
Majme S$tvorcovii maticu A€R™ s n vlastnymi Cislami ( 73 7 ,un) a maticu
B eR™ . Kazdé vlastné ¢islo su¢tu 4+ B potom lezi v jednom z kruhov:

|z—a|<r, r=[Blv(4) (6.10)
kde |B| je norma matice B a v(A) je podmienenost (&islo podmienenosti) matice 7',
ktora transformuje maticu 4 na diagonalnu maticu, t.j. T~ AT =diag {,pt,,...1s,} . Ked
A je normalna matica (ATA = AAT) , potom v(4)=1.

Uvazujme teraz Euklidovski normu matice: |7 je rovna najvécsiemu singularnemu &islu

matice 7 a prislusné ¢islo podmienenosti je dané podielom najvicsiecho a najmenSieho
singularneho ¢isla matice T .

Poznamenajme, Ze v pripade celého (zlozitého) systému, pozostavajuceho zo vSetkych
podsystémov, predstavuju matice 4 a B z Vety 6.3 blokovo diagonalnu maticu A,

a maticu interakcii 4, .

Uvazujme systém (6.4), oznaéme A=A, (a) a B=4

me

(a). Ak je matica systému A

robustne stabilna (tj. stabilnd pre vSetky hodnoty parametra alfa), potom A4+ B bude
robustne stabilnd matica ak v zmysle Vety 6.3 pre matice 4 a B plati
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s

0<r< abs(max(real (eig(A)))) . Hodnotu r mozno ziskat minimalizaciou |B

v(4)—>1 a max(real (eig(A))) <0. Pre kazdy podsystém (6.6) mozno definovat
ekvivalentny podsystém takto

A (a)=A;(a)+p@);, j=1...M (6.11)
kde I, je jednotkovd matica rovnakého rozmeru ako 4, ; p(a) predstavuje parameter
ohranicenia interakcii, ktory mozno pouzit’ ako ladiaci parameter. Otazka ako volit’ hodnotu
parametra p(a) je stale otvorenou problematikou. V tejto asti pouzijeme parameter rovny

norme mimodiagonalnej (interakénej) matice 4, ().

6.2 Postup navrhu regulitorov

Navrh decentralizovaného reguldtora pre zlozity systém vychddza z mySlienky névrhu
regulatorov pre jednotlivé izolované ekvivalentné podsystémy (6.11) [13], na zaklade ktorej
je postaveny aj nasledujuci postup navrhu regulatorov. Uvazujeme taktiez koncept zalozeny
na stupni stability jednotlivych podsystémov a vyuziti Vety 6.2, resp. Vety 6.3.

Stavové spitnoviizobné zosilnenie
Uvazujme teraz stabilizany spétnovdzobny zakon riadenia pre j—ty podsystém v tvare
(6.3) kde L=F,. URO celého systému s algoritmom riadenia potom bude v tvare (6.4), kde

4 = A + By F,
0, j=k Jk=1...M;i=1,..,N (6.12)
A, +BF,, j#k

i
cjk

PI reguldtor so spiitnou vizbou z vystupu
Uvazujme PI algoritmus v tvare

0y (0)= Koy, (0)+ K, v, (1) 6.13)

t
oznatme z,(t)= f y,(t)dt a X, (1)= [xjr (1) =z (t)JT , stabilizaény spitnovizobny zikon
0

riadenia pre j—ty podsystém (6.3) so spitnou vdzbou z vystupu potom mdzeme prepisat’
nasledovne

u, (1) =F,C,X, (1) (6.14)
kde F; :[Kpj Klj] a Gy :diag{Cj,[/} . Potom matice rozSireného ;- teho

podsystému A4

7

(@) a B, (a) buda v tvare

25



{Ajj(a) 0}’ ik

C. 0 B.
A, (a)= ’ ;ank(a)z{ f"O(“)}j,kzl,...,M (6.15)
|:Ajk(a) o} ,
. J*k
0 0

URO celého (rozsiren¢ho) systému s algoritmom riadenia potom bude v tvare (6.4), kde

i g i
Aij - An/j +B rw"Fian

,, 0, Jj=k Jok=1...M;i=1..,N (6.16)
A +BLFC,, j#k

wk T Ot o

Majme ~ parameter o, :‘

Ay +BF

JKJ

sJk=1..,M;i=1,..,N vpripade stavového
A +B

spéatnovazobného riadenia alebo p}k =4 + B

F;’ sz/‘

sJ.k=1,...M;i=1,...,N vpripade

PI algoritmu riadenia so spdtnou vdzbou zvystupu. Na stabilizaciu systému
decentralizovanym riadenim vyuZzijeme Vetu 6.2. Aby sme splnili predpoklady tejto vety,
treba zabezpecit' diagonalnu dominantnost’ matice (6.9). Aby sme to dosiahli, je vhodné

minimalizovat’ parameter pjk (mimodiagonalne prvky) a zaroven zvySovat’ stupen stability
podsystémov v diagonale matice A .

Z predchadzajiiceho mozno navrhnut' nasledujuci (Ciastocne heuristicky) postup na navrh
regulatora pre zlozity systém:

1)  Vypocitame parameter ohraniéenia interakcii p(a), p(a)=

A, (a)H .
2)  Pomocou parametra p(a) vyjadrime ekvivalentny podsystém (6.11) v tvare

Ay+pl, j=l...M (6.17)
3)  Pre kazdy ekvivalentny podsystém navrhneme regulator z podmienky robustnej D,

stability (6.7) s dodrzanim podmienky

{(p;k)z Ly (A:}k)?>0 ek

A 1

ok Jk

(6.18)
Jk=l.. M;i=1,.,N
a s minimaliziciou stopy matice D} kde D) :diag{ p’/l,c}, i# j . Podmienka (6.18)

je podmienkou pre ohrani¢enie normy mimodiagonalnych prvkov matice (6.9).

4)  Po navrhnuti regulatorov pre ekvivalentné podsystémy, skontrolujeme robustni
stabilitu celého systému. Ak URO zlozitého systému s decentralizovanym
regulatorom nie je robustne stabilny, opakujeme postup navrhu pre zvySenti hodnotu
parametra p(a) .

V dizertacnej praci st uvedené dva priklady na navrh robustného decentralizovaného
riadenia. V prvom je navrhnuté decentralizované riadenie so spdtnou vdzbou od vektora
stavovych veli¢in pre sustavu bojlerov a turbin ako v praci [34]. V druhom priklade je
navrhnuty decentralizovany PI regulator so spétnou vdzbou z vystupu pre systém zlozeny
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z dvoch laboratornych jednosmernych motoréekov ako v praci [35]. Je uvedené porovnanie
navrhu robustného decentralizovaného PI reguldtora na Urovni podsystémov s navrhom
robustného regulatora pre cely systém (MIMO systém).

7 RIADENIE SYSTEMOV S DOPRAVNYM ONESKORENIM

Uvazujme sietové riadiace systémy (Networked Control Systems), ktoré su definované ako
spatnovdzobné systémy, kde spdtnovdzobna slucka je uzavretd priamo cez siet’ pracujiicu
v redlnom case [24]. Takéto riadenie napriek svojim velkym vyhodam prinasa aj mnozstvo
nevyhod. Jednym z hlavnych problémov je dopravné (¢asové) oneskorenie vyvolané siet'ou,
ktoré sposobuje nemalé¢ komplikdcie v oblasti riadenia (oscilacie a nestabilitu). Pojem
dopravné oneskorenie vSak nie je problém jedného systému, vyskytuje sa v kazdodennom
zivote a v roznych oblastiach riadenia. Zmiernenie konzervativizmu pri navrhu regulatora
zabezpecime vyuzitim diskretizovanej formy Ljapunovov-Krasovského funkcionalu, vd’aka
ktorému moZno cely interval Casového oneskorenia rozdelit' na niekolko Casti rovnakej
dlzky.

7.1 Systém s dopravnym oneskorenim a PI algoritmom riadenia
Uvazujme nasledujuci neurcity linearny dynamicky systém s dopravnym oneskorenim

2(t)= A(a)x(t)+ Age () x(t =7 (1)) + B(a)u(t)
y(t) = Cx(l) (7.1)
x(t) = ¢(t), te [—TM,O]
kde x(z)eR" je vektor stavovych veli¢in, u(z)eR" je vektor vstupnych (riadiacich)
veligina y(¢)eR’ vektor vystupu. A(a) a B(a) predstavuji matice neurcitého systému,

ktorych konvexny polytopicky opis je uvedeny vo vztahoch (2.10) a (2.11). Konvexny
polytopicky opis matice oneskorenia systému A4, (a) je nasledovny

N N
A= {Adel (a) S A (0!) = ZaiAdel,i’ Zai =1l o2 0} > (7.2)
il il

7); Jje maximalna hodnota oneskorenia a ¢(t) je spojito diferencovatelna funkcia.

Predpokladajme, ze komunikacna siet’ realneho casu (,,real-time*) je integrovana do spétne;j
vizby regulaéného obvodu (7.1), ktord indukuje oneskorenie z(7) zintervalu

0<7(r)<7), acasova derivacia 7(¢) je z intervalu ‘r(t)‘ <u<l.

Uvazujme teraz PI algoritmus riadenia pre systém (7.1) v tvare
u(t)=KPy(t—z'(t))+K,Iy(t—r(t))dt (7.3)
0

Pouzitim z(r)= I y(t=7(¢))dt a Newton-Leibnizovej formuly ziskame

(o) =x0)- ] () (4
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PI algoritmus riadenia (7.3) mozno teraz prepisat’ do tvaru
t
u(t)=FC,X(t)=FpoCp | X(s)ds (15)
t-7(1)

kde X(1)=[x"(1) =" (1)]. F=[K, K).F =[K, 0],Cn={§ (I)}aq,:{g g}

Uvazenim vztahu z(1)=C jx(l - T(t)) -C, J. s)ds , kde C; je matica vystupu
integralneho spétnovézobného systému, mozno system (7.1) roz§irit’ na tvar

t
X(t)=4,(a)X(t)+B,(a)u(t) = Ay, () J. X (s)ds (7.6)
t—(t)
kde 4,(a), B,(a) a A4, (a) predstavuju matice rozsireného neur¢itého systému, ktorych

konvexny polytopicky opis je nasledujuci

N N A+A4,, O
An(“) : An(a) = Za[Am., Zai =1, ¢,20 A, = C. Y 0

J

A= ' (7.7)

| Ay, 0
Adeln( Aget a) Za Agein > Zai =1 20 Agetn, :{ (d;/,: 0:|
it .

J

{ ):B,(a)= Z“l ZN:“I- =l o= 0}= B, {lﬂ (7.8)

Poznamenajme, ze rozmer vektora stavovych veli¢in systému s PI regulatorom je rozsireny
narozmer n:=n+/.

Uvazenim pozadovaného stupna stability >0 a aplikovanim PI algoritmu riadenia (7.3)
na systém (7.6) moze byt uzavrety regulacny obvod so spédtnou véizbou z vystupu zapisany
takto

K1)+ A ()X (1) + Ay () j( X(s)ds =0 79

t—z(t)

kde

N
A( Za, eis Zai:L @20 A =—(4,+B,FC,+yI)

i=1 ni

Aty = Agn; + B FoCop (7.10)

Aa’cl( : chL za Adclc i za _1 a 2 0

Pre dané symetrické kladne definitné matice O a R mame ucelova funkciu v tvare (5.6).

Na analyzu robustne;j stability a navrh robustného riadenia vyuzijeme parametricky zavisly
Ljapunovov-Krasovského funkcional a podmienky stability uvedené v nasledujtcich
definiciach a vete.
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7.2  Diskretizovany Ljapunovov-Krasovského funkcional

Na zmiernenie konzervativizmu pri analyze stability resp. pri syntéze regulatorov mozno pri
diskretizacii Ljapunovov-Krasovského funkcionalu zaviest' delenie celkového intervalu

Casového oneskorenia [2, 3, 10]. Predpokladajme teraz, ze Casovy interval [t—r(t) , t] je

rozdeleny na K &asti rovnakej dizky. Diskretizacia sa pouZiva s ohPadom na stavovy vektor

posunuty o zlomok % . Diskretizaciou rozsireny vektor stavovych veli¢in je konstruovany
podrla [2, 3] takto
x, (0 =x(t,0).j={0....K -1} (7.11)
kde
t— 1 7(2), j=0
t,(t) (7.12)

™
—
~
SN—
|
<
—_
~
N
_
TN
~
|
‘«x
K/—\
~
| —
N—
|
—_—
B
—~
[
_
&

o
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X 1<k<j-1 (7.13)
5 (z):ak_l[t_¥J
5 (1)< MK (7.14)

K
Premenné x, (t) definované vo vzt'ahoch (7.11) az (7.14) mozno prepisat’ nasledovne

i (1)

x,(1)=x(r)~ jx (s)ds — 2] (7.15)

1(1) #(1)
Za tucelom objasnenia vztahov medzi signadlmi x, , (t) (posledny prvok) a x(l—r(t))
(okamzity signal), predstavujeme pridavny operator V[. . ] podla[3]zL2do L2
txi(t) t=r(1)+A(1)

V: x(t - J‘()x(s :f() x(s)ds (7.16)
801, -(1-c(0)- FEL g (e 2D o)

L2 norma operatora V je definovana nasledovne

o 1=7(t)+A(1) 2
x) iz =I[ j x(s)ds] dt (7.18)

0 1—(1)

[v(

Potom podl'a Cauchy-Schwarzovej nerovnosti je operator V ohraniceny takto, [3]
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IV < (s +e—7(e)[ ds

2

(7.19)

2
L,

OhraniCenie L2 normy operatora V (7.19) je pouzité na zostrojenie integralneho
kvadratického ohranicenia (integral quadratic constraint- IQC) na zmiernenie
konzervativizmu navrhovanej] metédy. IQC zohladiiuje vztah medzi rozSirenym
oneskorenym a pévodnym oneskorenym vektorom stavovych veli¢in [3].

PI algoritmus riadenia (7.3) mozno teraz prepisat’ do tvaru

t
u(t) :FCnX(t)—FPCP j X(s)ds
t-1(t)
(7.20)

= FCX(0)+(=FpCr) 2 [ x(s)ds+ j X (s)ds

Pre dané symetrické kladne definitné matice O a R mame ucelova funkciu v tvare (5.6).
Uvézenim
t t’tk—z([) [’tl\ul(t)
nr(t): XT(I) XT(I) J. Xr(s)ds J. XT(s)ds I XT(s)ds
t,(t) t=ty (1) t-(t)
a dosadenim u(¢) zo vzt'ahu (7.20) do u" (¢)Ru(t) dostaneme

0 0 0
J(t)=n"(1)|* Q+C,F'RFC, —C,F'RF,C,1, |n(t),1,=[I I o (72D
* * 1,'CLFRF,C,l,

Nasledujtica veta predstavuje nas povodny vysledok, ktory bol publikovany v pracach [25
31]

Veta 7.1 (p6vodny vysledok, [25, 31])
Uvazujme neurcity linearny ¢asovo oneskoreny systém (7.1) s kriteridlnou funkciou
a oneskorenim 7(7) (indukovanym komunikaénou siefou) zintervalu 0<7(¢)<7,,,

ktorého Casova derivacia je z intervalu Hz’-(t)Hs,usl . Predpokladajme, ze existuje PI
regulator (7.3), skalar J, amatice P>0, O, >0, Q;>0, Ry,;>0, R;>0

(i=L...,N), N;, N, a Nj, pre ktoré plati nasledujiica nerovnost
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W W, W R
; ; . 1- .
W=+ w wh |+MD ”*Q(" (1-4)0, Mg +ML| 1 (M,
% % i _(l_lu)Q()i -——R,
Wi, Ty
T (7.22)
‘?MR“ 0 u
T T T
+MR1 % K MRI + {MQM Q” MQm _(1 - EJMQM Qli Mth } < O
- Rli
Ty
kde
2
Wlil:Nl_,_NlT_,.[M} Lin
2K 1-u
W{ZZNIAci+N2T+Pi
Wy = NA e idp + Ny (7.23)
wh, =N, A4, + AINT + CTFTRFC, +Q
Wés =Ny Apedp+ A;Nf - CnTFTRFPCP[P
Wy = NAye dp + IET’AdTelc,iNsT - diag(OKmsQZi) +1,CoFa RE,Col
matice My, , My, My € R2™K8) i definované takto
07 0 ..00 I 00 ... 00
M, = M, =
100 7 ... I 1 100 I ... I I
I 00 0. 0O
MR,:
007 0.. 00
amatice My, , My e REM(K+3)n
07 0 ... .. .. 00 07 -I 0 ... .. 0 O
07 -I 0 .. ... 00 07 -1 -I 0 ... 0 O
My, =01 -1 -1 0 ... 0 0|,M, =01 -1 - -1 .. 00
07 -1 ... ... =1 00 07 -1 -1 -I ... -1 0

potom neurcity systém (7.1) s PIalgoritmom riadenia (7.3) je kvadraticko asymptoticky
stabilny a kritérium kvality riadenia je obmedzené nasledujiicim ohrani¢enim

J<J,= \/ﬂvép + ﬂ’AZ/IQ(, + ﬁ’Azm, + ﬂﬁé& + ﬂ’AZ/IQ, *Jut (7.24)
kde
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Ayp = X (max(Eigenvalue(B))), Ao, = r{???fv}(max(Eigenvalue(Qoi)))

i=

) max (m (Elgenvalue(Ro,))), g, = _r{nax}(maX(Elge”"al“e(le)))
Ao, =, max (max Ezgenvalue( )))
[I ¢<s>2ds] [I d@!Hvﬁ K ]
J, = ) 2 ) 2
| o <) [ aofic

Veta 7.1 hovori, Ze ak existuje pripustné rieSenie nerovnosti (7.22) s ohladom na P, >0,
0y >0, 0;>0, 0y, >0, Ry, >0, R, >0 (i={....N}), N;, N,, Ny, potom existuje
taky PI regulator F :[K » K ,] , ktory garantuje robustnul stabilitu a riadenie so zarucenou
hodnotou kritéria kvality. Vyuzitie Vety 7.1 na navrh riadenia ilustruyjeme v dizertacnej
praci na dvoch prikladoch. V prvom priklade je navrh vykonany pre 1000 nestabilnych

nadhodne vygenerovanych systémov. V druhom priklade je navrh vykonany pre jeden
konkrétny teoreticky priklad. Vysledky tejto casti boli publikované v pracach [25, 31].

8 ZAVER

Cielom prace bolo uviest’ rieSenie vybranych problémov robustného riadenia v casovej

oblasti a charakterizovat vybrané vysledky so zameranim na vyuzitie pristupu

vyuzivajuceho LMI a BMI formuléciu na rieSenie ulohy na zaklade jednotnej metodiky

zalozenej na vyuziti Ljapunovovej funkcie. Uviedli sme zakladné formulacie LMI a BMI

optimalizaénych uloh, ktoré st spolu s prislusSnymi algoritmami napomocné pri analyze

stability ako aj pri syntéze robustnych regulacnych obvodov pre realne procesy.

Hlavnou ulohou dizertaénej prace bolo priniest’ nové vysledky v oblasti robustného riadenia

dynamickych systémov v ¢asovej oblasti s vyuzitim maticovych nerovnosti, konkrétne ide o:

. dalsie vysledky pre robustné umiestnenie polov pri navrhu riadenia v Casovej

oblasti, najmd pre Casovo-diskrétne systémy, kde je Ciastkovym cielom najst’
vhodnu konvexnu aproximaciu nekonvexnej oblasti pre stanovené tlmenie,

. ulohy s ohrani¢enim akéného zasahu, cielom je vyuzit' formulaciu ohranicenia
akéného zasahu pomocou linearnych maticovych nerovnic,

. vyuzitie vysledkov z navrhu robustného riadenia pre decentralizované riadenie,

. riadenie systémov s dopravnym oneskorenim.

K hlavnym vysledkom prace patri vyuzitie LMI pristupu na opis oblasti stability v spojitej
s—oblasti resp. v diskrétnej z—oblasti. Su blizSie Specifikované aj Specialne druhy
takychto oblasti vhodnych pre ulohy umiestnenia pélov. Za pomoci tychto oblasti mozno
definovat’ aj ich prienik, ¢im sa opét’ vytvori LMI oblast’, ktora vSak uz ma Specificky tvar.
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Treba zdoraznit, Zze zatial Co v spojitej oblasti vSetky spomenuté oblasti stability
predstavuju konvexné mnoziny, ich transformaciou do diskrétnej oblasti vzniknu aj
nekonvexné oblasti. Originadlne vysledky prace sa tykajui prave aproximacie tychto
nekonvexnych oblasti konvexnou mnozinou bodov, aby bolo mozné vyuzit’ prednosti LMI
pristupu.

V oblasti decentralizovaného riadenia sme vypracovali a overili proceduru navrhu
robustného decentralizovaného regulatora pre ekvivalentné podsystémy v ¢asovej oblasti,
vd’aka ktorej je mozné vykonat navrh regulatorov pre kazdy podsystém samostatne so
zohl'adnenim robustnej stability a kritéria kvality riadenia celého zlozitého systému.

V pripade systémov s dopravnym oneskorenim sme uviedli procediru navrhu robustného
regulatora s vyuzitim diskretizovanej formy Ljapunov-Krasovského funkcionalu, vdaka
ktorej mozno cely interval &asového oneskorenia rozdelit' na niekol'ko &asti rovnakej dizky.

V praci bola taktiez uspesne aplikovana problematika obmedzenia akéného zasahu pomocou
elipsoidalnych invariantnych mnozin, ktoré sme overili takmer pre vsetky pripady navrhu
robustného riadenia.

Vo vsetkych spomenutych oblastiach bolo vykonané overenie jednotlivych teodrii aj na
niekol’kych numerickych prikladoch, ktoré st uvedené v jednotlivych kapitolach.

Na zaklade vysledkov uvedenych v kapitolach 4, 5, 6 a 7 mozno povedat’, Ze vSetky ciele
dizertacnej prace z kapitoly 3 boli splnené.
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