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Uvod

Metody Statistickej analyzy ddt (merani) pomocou linedrnych resp. nelinedrnych regresnych
modelov patria medzi najcastejSie pouzivané metdédy modelovania v mnohych oblastiach ve-
deckého experimentdlneho vgskumu. Moderné metédy v oblasti technického ako aj biome-
dicinskeho vyskumu umoznuju charakterizdciu kazdého subjektu v danom experimente po-
mocou velkého mnozstva potencidalnych vysvetlujdcich premennych - regresorov respektive
prediktorov uvazovaneho matematického modelu. Prikladom takgchto dat mézu byt napriklad
spektrometrické merania subjektov experimentu pomocou spektrometra/chromatografu, EEG
merania, alebo vysledky analgzy genetickjch DNA-Cipovych experimentov (DNA Microarray
Experiments). V tak(chto situdciach je poCet subjektov v experimente omnoho mensi ako pocet
vysvetlujucich premennych pre kazdy subjekt a priama aplikdcia standardnych postupov sta-
tistickej inferencie nie je moznd. V poslednych rokoch sa dosiahol vgznamny pokrok v oblasti
rozvoja tedrie, metdd a algoritmov pre odhadovanie parametrov vo vysoko dimenziondlnych
linedrnych regresngch modeloch. Klasicky predpoklad o stochastickej nezavislosti pozorovani
byva casto neredlny a jednou z moznosti ako modelovat komplikovanu kovarianénu struktdru
medzi skupinami subjektov v experimente je vyuzitie linedrnych zmieSangch modelov.

Prdca sa zoberd problematikou vgberu vhodnych regresorov ovplyvnujdcich pozorovania
vo vysoko dimenziondlnych ddtach a poskytuje prehlad prdc v oblasti vysoko dimenzional-
nych linedrnych modelov a linedrnych zmiesangch modelov. Analjza vysoko dimenzionadl-
nych dat je motivovand napriklad genetikou, kde GWAS - genome-wide association stddie, sU
zamerané na analgzu celého gendmu, ktory mdze obsahovat aj viac ako milién regresorov, a
jeho vplyv na pozorovania [Zhou et al.,, 2013, Tan et al., 2018]. Z hladiska interpretovania vy-
sledkov je nevhodné uvazovat, ze cel§ gendom ovplyvhuje pozorovany znak a preto je casto
potrebné vybrat mald skupinu regresorov, ktoré maju vplyv na pozorovania. Dalsie uplatne-
nie nachddzame v oblasti spektrometrického merania subjektov [Kushch et al., 2008, Schwarz
et al., 2009]. Vysledkom spektrometrického merania méze byt spektrum zloZiek vydychova-
ného vzduchu pacienta, ktoré méze obsahovat tisice prvkoy, €o je vyrazne viac ako pocet pa-
cientov, ktorych mame k dispozicii. Podobne formulovatelné problémy sa dajud ndjst napriklad
v meteorolégii [Pampuri et al., 2011], ekondmii [Bai and Ng, 2008] a mnohych dalsich oblas-
tiach.

K problematike vysoko dimenziondlnych dat existuju rézne pristupy. Niekoho nezaujima
vyber regresorov, ale md zaujem len o predikciu alebo odhad parametrov modelu. V predloze-
nej praci sa venujeme najma problematike vyberu regresorov, ktorych efekt mézeme nasledne
odhadnut pomocou bezne zauzivangch odhadov, najma z toho dévodu, Ze v praktickgch pri-
padoch, ked sa dimenzia problému blizi az k 108, je Easto velk( problém ndjst kompromis medzi
velkostou mnoziny vybranych regresorov, ktoré vplgvaju na pozorovania a presnostou odhadu
parametrov.

Prvd kapitola sa venuje predstaveniu klasického linedrneho zmieSaného modelu a zaklad-
nych pristupov na odhadovanie parametrov, z ktorgch sa neskor vychadza pri odvodeni metéd
pouzivanych vo vysoko dimenziondlnom pripade. V oblasti linedrnych regresngch modelov sa
problematika vysoko dimenziondalnych dat aktivne studuje uz nejaku dobu, prehlad dosiahnu-
tych vysledkov a navrhnutych pristupov v tejto oblasti je zhrnuty v druhej kapitole. Tretia ka-
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pitola nadvdzuje na predchddzajlce dve a uvadza prehlad pristupov, ktoré boli navrhnuté na
analyzu vysoko dimenziondlnych linedrnych zmieSangch modelov. Doposial navrhnuté me-
tédy su ale vgpoctovo narocné a je problém ich vyuzit v pripadoch s velkou dimenziou.

V nasledujucej kapitole preto prindSame ndavrh postupu na vyber regresorov, ktory sa da
uplatnit v pripade vysokych dimenzii. Prezentovany je postupny vgvin metddy od najjedno-
duchSieho pristupu az po komplexnejsie pristupy. V nasledujlcej teoretickej Casti nésledne
odvodime vlastnost konzistencie ktord zabezpedi, ze s rasticim poctom pozorovani navrhnuté
metody urcite ndjdu pozadovanl mnozinu regresorov.

V poslednych kapitolach odprezentujeme vysledky konkrétnych prikladov a simulacngch
studii, v ktorgch porovndme navrhnuté metddy s uz existujucimi metoédami a zdroven ukdzeme
spravanie sa metéd v réznych situdciach.

Tézy dizertacnej prdce

e PreStudovat sucasné metddy na vyber regresorov vo vysoko dimenziondlnych linedr-
nych zmieSanych modeloch (LMM), navrhnut novd efektivnu metédu a teoreticky pod-
lozit navrhnutd metdédu. Sucasna literatdra venujuca sa problematike vysoko dimenzi-
ondlnych dat zahfia okrem algoritmov qj teoretické zdklady z ktorgch vychddzajd. Casto
sa vyskytuju tvrdenia, ktoré su odvodené za predpokladu, Ze skutocnost pozndme, ktoré
dokladaju, ze dand metdéda ndjde privhodnych parametroch presnd mnozinu regresorov
s velkou pravdepodobnostou. Cielom dizertacnej prdce je preskimat a porovnat vlast-
nosti tychto metdd qgj ked tieto parametre nepozname.

e Problém sucasného softvéru na analgzu vysoko dimenziondlnych dat je najma vo vy-
poctovej ndro¢nosti, ktord neumoznuje jeho praktické vyuzitie v pripadoch, ked sa di-
menzia problému blizi k 10%. Preto je cielom dizertacnej prace navrhnutd metédu imple-
mentovat tak aby sa dala pouzit na problémy s dimenziou 10°.

e Dokladne analyzovat a porovnat navrhnutd metddu s metddami, ktoré existuju v sucas-
nosti. Na zaklade simulacngch studii na nahodne vygenerovanych datach ako aj ddtach
odvodenych z redlnych ddat porovnat vytvorenti metddu s metddami, ktoré existuju na
vysoko dimenziondlnych problémoch s nizSou dimenziou. V pripade problémov s vyssou
dimenziou porovnat vysledky so zndmou skutocnostou. Zdroven analyzovat sprdvanie
sa metddy pri zmene parametrov pdvodného modelu.
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1 Linedrnyzmiesany model (LMM)

Linedrny zmieSany model (LMM - linear mixed model) [Eisenhart, 1947] je Gzko spojeny s mo-
delmi analyzy rozptylu. LMM umoznuju Specifikovat struktdru kovarianénej matice daného
modelu. Tato informacia mdze byt délezita pri dalsom Statistickom vyhodnotenidat. LMM maju
Siroké uplatnenie napriklad v technickych vedach, biomedicine, behavioralnych vgskumoch.
LMM v najvseobecnejSej forme [Searle et al.,, 1992], [West et al., 2006] mbézeme zapisat:

Y=XB+Zu+eg, (1-1)
kde
Y jen x 1 vektor pozorovani.
X jemn x p matica regresorov.
B jep x 1 vektor nezndmych pevnych efektov.
Z jen x q matica prediktorov.

u je g x 1 vektor nahodnygch efektov z rozdelenia N'(0,D), s nezndmou variac¢no-kovaria¢nou
maticou D.

¢ jemn x 1 realizovany vektor chgb z rozdelenia N'(0,R), kde matica R je taktiez nezndma. ¢ je
nezavisly od u.

Pod efektom v prdaci chapeme koeficient prisltchajuci k danému regresoru, resp. prediktoru
v prislusnom odhadovanom vektore.

Casto sa predpokladd, Ze varianéno-kovarianénd matica D nie je hustd, ale md blokovo
diagondlnu az diagondlnu Strukturu, pricom velkosti jednotlivgch blokov st zndme. Rovnako
sa Casto predpokladd, Ze matica R = oI a nezdvislost vektorov u a . V nasledujicom texte
budeme uvadzat ndhodné premenné rovnakym fontom ako pozorovania.

2 Vyberregresorov vo vysoko dimenzionalnom linedrnom mo-
deli

Vysoko dimenziondlnym datam [Friedman et al., 2009] sa v sucasnosti venuje velkd pozornost
najmad v bioinformatike, informacnych technologiach alebo astronomii. ,,Vysoka dimenziona-
lita“ sa vztahuje na fakt, ze pocet nezndmych parametrov, ktoré chceme odhadnut, niekol-
kondasobne prevysuje pocet pozorovani ktoré mame k dispozicii. Ako priklad uvedieme biolo-
gické ddta z prace [Atwell et al., 2010], v ktorej Studuju zdvislost fenotypu, vonkajsich prejavoy,
od genotypu, dedicnych faktorov, u rastliny Arabidopsis thaliana. Skimané data pozostdavajd
20 SNP-ov (Single-nucleotide polymorphism), ¢o su miesta v retazci DNA, na ktorgch pozo-
rujeme v populdcii rézne nukleotidy. Napriklad, ak médme v populdcii aspon jedného jedinca,
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ktorg ma v DNA namiesto vacsinového Useku .. AAGCCTA... Usek ...AAGCTTA..., tak podCiarknuté
mieste nazveme SNP. PoCet SNP u rastliny Arabidopsis thaliana dosahuje 250000, pricom po-
Cet skimanych rastlin je asi 200. Matica SNP-ov, ktord zachytava aky nukleotid sa u daného
jedinca nachadza na danom SNP-g, sa transformuje na Ciselné hodnoty a normalizuje. Pred-
pokladajme, Ze pozorujeme znak ktory je zavislg na genotype. Uvazujme, ze sa tato zdvislost
dd modelovat pomocou linedrnej regresie:

Y =XB + ¢,

kde Y je n-rozmerny vektor pozorovani, X je n x p matica SNP-ov, 3 je p-rozmerny vektor
nezndmych efektov prisluchajucich k jednotlivgm SNP-om a € je vektor chygb s rozdelenim
N (0, 0?1,,). Vidime, Ze poCet nezndmych regresorov p = 250000 v{razne prevy3uje pocet po-
zorovanin = 200. Budeme predpokladat, Ze nie vsetky SNP ovplyviujud nami pozorovany znak.
NaSou snahou je ndjst mnozinu SNP-ov S C {1,...,p}, ktord by mala byt rovnakd ako mnozina
SO c {1,...,p}, €oje nezndma skutocnd mnozina SNP-ov, ktoré ovplyviujd nami pozorovany
znak. PoCet tychto SNP nech je s° = [S°).

Takto zadany problém md technické ako aqj teoretické obmedzenia [Fan and Ly, 2010]. Nie
je mozné pouzit bezné metddy, napriklad metddu najmensich Stvorcov, lebo by viedla k nejed-
noznacnym odhadom. Problémom je aj pouzitie metdd vgberu regresorov, ktoré su navrhnuté
pre ddta s nizkou dimenziou, lebo s rasticou dimenziou rychlo rastie vjpoctova zlozitost. Casto
to sUvisi najmd s tgm, Zze dané metddy optimalizuju nekonvexnu Gcelovu funkciu. Existujd ale
aj metddy, ktoré dokdzu riesit problémy s dimenziou viac ako 10%. Komplikovanejsie metddy
maju Casto lepsi teoreticky zaklad a v nizSich dimenziach davaju aj lepsie praktické vgsledky.
V stcasnosti sa uz problémy casto delia podla dimenzie aj na ,,vysoko dimenziondlne* a ,,ultra
vysoko dimenziondlne“.

Kgm technické obmedzenia sa daju obist zlepSenim algoritmov a vgpoctovej techniky, te-
oretické obmedzenia su ovela zvdzujucejSie. Teoretické obmedzenia suvisia najmad s prirodze-
nou tendenciou metdd uprednosthovat pri vgbere regresory, ktoré su viac korelované s po-
zorovanym znakom. Podobny problém nastdva pri testovani velkého poctu hypotéz, ktory je
zndmy ako multiple comparisons alebo multiple testing problem (problém viacndsobného tes-
tovania). V pripade vgberu regresorov nastdva problém, Ze s velkym poctom regresorov sa
zvysuje sanca, ze niektory regresor, ktorgy nema vplyv na pozorovania, bude mat prilis velku
koreldciu s pozorovaniami. Napriklad predpokladajme dlohu v ktorej mdme n = 50 pozorovani.
Pozorovania zdvisia od dvadsiatich regresorov (s® = 20), od kazdého rovnako. My ale pozoru-
jeme p; = 100000 regresorov respektive p, = 100 regresorov. Desattisic krat sme generovali
zmienenu Ulohu a zaznamenali si maximdlnu koreldciu pozorovani s regresormi od ktorych
pozorovania zavisia a so vietkgmi pozorovaniami max; (pv,x,.,,), kde i prechddza cez mnozinu
SY pre regresory od ktorgch pozorovania zdvisia a mnoziny {1,...,p1} respektive {1,...,ps}
vSetkych regresorov. Regresory su generované z normdlneho rozdelenia a su vsetky navza-
jom nezdvislé. Z obrazku R -- 1lje zrejmé, Ze pri velkom pocte regresorov &asto nastdva situdcia,
kde regresory s najvdcsou koreldciou neovplyviuju pozorovania. Prirodzene sa potom v pri-
pade vacsSieho poctu regresorov budl metddy, ktoré na viber pouzijeme, CastejSie mylit, lebo
prirodzene uprednostiuju regresory viac korelované s pozorovaniami. Praca [Bihlmann and
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Obr. 2 -1 Porovnanie histogramu maximdlnej korelécie pozorovani s dvadsiatimi regresormi, od ktorgch pozoro-
vania zavisia (modrd), s histogramami maximalnej koreldcie pozorovani so sto (Cervend) a stotisic (ZItd) regresormi
od ktorych su pozorovania nezdvislé.

van de Geer, 2011] prichadza s podmienkou
log(p) - s° < n,

pri ktorej md vacsinou zmysel uvazovat o vgbere regresorov vo vysoko dimenziondlnych da-
tach.

2.1 Casto pouzivané metddy pri vibere regresorov

V klasickej linedrnej regresii (p < n) mdézeme testovat vyznamnost jednotlivgch regresorov
a na zaklade toho potom model zjednodusit a pomocou vhodného kritéria rozhodnut, Ci je
novy model vhodnejsi ako pévodny. V modeloch s malou dimenziou nie je problém zopako-
vat takyto postup aj viackrdat. Problém nastdva s rastlcou dimenziou, kedZe pocet vsetkych
potencidlnych modelov je 2P. V nasledujucej Casti uvedieme prehlad najpouzivanejsich pri-
stupov v oblasti vgberu regresorov vo vysoko dimenziondlnych modeloch. Mnoho uvedengch
metod sa Casto pouziva nielen na vyber regresorov, ale aj priamo na odhad efektov tychto
regresorov. Takyto postup md vgznam v pripade nizsej dimenzie dat, ale s rasticou dimen-
ziou nastdva problém s tym, Ze ak pozadujeme mnozinu regresorov s malou mohutnostou, tak
je odhad efektov silno vychyleny. V pripade metdd, ktoré odhaduju efekty potom za vybrané
regresory povazujeme tie, ktoré majd v danom odhade nenulovy efekt (v absolutnej hodnote
vacsi ako nami zvolend konstanta).
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2.1.1 Penalizované odhady

V/ suCasnosti velmi oblUbené metddy na vyber regresorov, ktoré zdroven umoznuje aj odhad
efektov tychto regresorov. Tieto metody spocivaju v tom, ze penalizujd klasickg odhad najmen-
Sich Stvorcov )

B = arg min 1Y —XBI[3 +M(B),

kde f(B) je penalizacnd funkcia a A je parameter, ktory prikladd vahu k danej penalizacii.
Asi najpopuldrnejsia je £; penalizécia, ktord vedie k metéde LASSO - Least Absolute Shrin-
kage and Selection Operator (laso metoda) [Tibshirani, 1996].

B =argmin ||Y — XB|Z+AlIB|h, (2-1)
B

Oblubend je najma kvdli kvadratickej (konkdvnej) Ucelovej funkcii, vdaka comu sa da efek-
tivne uplatnit aj na ddta s velmi vysokou dimenziou. Funkcia lasso() v MATLAB-e dokdze
odhadnut efekty v Glohdch, v ktorgch pocet regresorov dosahuje az 10°.

Dalsia oblUbend metdda je £, penalizovany odhad, v literatdre tiez zndmy ako Tikhonova
regularizdcia, alebo ridge (hrebenovd) regresia [Waldron et al., 2011].

B =argmin |[Y — XB|Z +A|B2, (2-2)
B

Na vgber regresorov nie je az tak populdrna, lebo jej vysledkom nie je riedky odhad efektov na
zdklade ktorého by sme vybrali regresory.

3 Vgber regresorov vo vysoko dimenzionalnych linedrnych
zmiesanych modeloch

Prirodzengm zovseobecnenim vysoko dimenzionalnych linearnych modelov z predchadzaju-
cej kapitoly je (najm@ v oblasti genetickych dat) vysoko dimenziondlny linedrny zmieSany mo-
del. Predpokladajme klasick LMM, ako bol definovany v [1-1, len s tgm rozdielom, Ze dimenzia
p matice X je vacsia ako pocet pozorovani n (n < p). My budeme uvazovat len pripady, ked
sa ,,vysokd dimenzia“ vztahuje len na maticu X prislichajicu k pevngm efektom. X zachy-
tava napriklad jednotlivé gény, z ktorgch chceme vybrat tie, ktoré maju vplyv na pozorovania.
Matica Z Casto zachytdva pribuzenské vztahy alebo iné vonkajsie faktory.

Na takto zadany problém sa da uplatnit viacero upravenych metéd spomenutych v pred-
chdadzajucej kapitole. Asi najpopuldrnejSia je opdt penalizdcia pomocou £; normy. V ¢lanku
[Schelldorfer et al., 2011 autori navrhli, za predpokladoy, Ze R = o1, vektory & a u st nezd-
vislé a D je pozitivne definitnd a zavisi od parametrov 0 (napriklad cez Choleského rozklad),
ktorgch je menej ako pozorovani n, odhad odvodeny z ML odhadu vektora Y ~ N (XB,X =
(ZDZ' + R)), ktorg penalizuju & normou:

(B,0,6%) = argmin ! log|Z| + 1(Y —XB)TZ (Y —=XB) +A|B]1] - (3-1)
B3,0,562>0,D=0 2 2
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V takomto pripade je Gcelova funkcia vo vieobecnosti nekonvexnd. Vghody konvexnej Gce-
lovej funkcie spocivaju v mensej vgpoctovej zlozitosti, ale najma v garancii globdlneho minima.
Pre takgto odhad bolo v ¢lanku odvodenygch viacero teoretickych vysledkov, spomedzi ktorgch
najpodstatnejsi je (pri technickych predpokladoch uvedenych v cldnku), Zze pre vhodne zvolené
A s velkou pravdepodobnostou plati

SOC§A:{1§k§p:Bk,)\7ﬁO}

a mnozina Sy nema prili§ velki mohutnost v porovnani s mohutnostou mnoziny S°..
Dalej autori rozsirili svoje teoretické vsledky aj na adaptivny odhad
1

2 10g [l + 5 (Y — XB)TE (Y~ XB) + A|w'B |,

(B,0,6%) = argmin {
B,0,02>0,D>0
kde w je vektor vdah, podobne ako v adaptivnom LASSO odhade z predchadzajucej kapitoly.
Autori taktiez navrhli a implementovali algoritmus v jazyku R, kde je dostupny v baliku 1mm-
lasso.
V ¢ladnku [Rohart et al., 2014) autori pri podobnych predpokladoch navrhujd metédu vy-

chdadzajucu z ML odhadu parametrov zdruzného rozdelenia vektora [YT, uT]T

(B, D, 6%) = argmin !

log |R| + ! (Y=XB—Zu)"R(Y—XB —Zu)+ (3-2)
B,D,02>0 2 2

1 1
Zlog |D|+§uTD‘1u+7\|H5H1 . (3-3)

V dizertacnej praci [Lippert, 2013], v ktorej sa autor zaoberd hlavne rychlym odhadovanim
velkych linearnych zmiesanych modelov, sa autor venuje aj vyberu regresorov. Autor pracuje
s linedrnym zmiesangm modelom, ktorg ma dva varianéné komponenty, oznacme ich o, pri-
¢om D = 03K, kde K je zndma symetrickd matica, a o2, pricom R = o¢?1. Postupuje ako
v Bayesovskej Statistike a uvazuje, Ze odhad B na zdklade dangch dat je len jedngm mozngm
prejavom posteriornej distribucnej funkcie s riedkym priorom. Uvazuje symbolicky zapisanu
posteriérnu funkciu

P
N(YIXB, 05K + o°1) | [ exp(—AIB;1)

j=1

Najskor pomocou ML odhadu odhadne v, kde y = o3 /02, pri ,,nulovom modeli“, t.j. modeli,
v ktorom sa ignoruju vSetky regresory, a nasledne transformuje data

X=FA+I)2U'X
Y=FA+1)zUY,

kde K = UAUT je spektrdlny rozklad. Tato transformécia eliminuje koreldciu medzi pozoro-
vaniami a transformuje kovarianénd maticu

P
N(YIXB,yA +1) | [ exp(—AIB;)

j=1
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a hladanie hodnoty, ktord maximalizuje danu posteriérnu funkciu je ekvivalentné LASSO od-
hadu. :
; vV vl
min EHY —XBllz + AllBl

Dalsie metddy, ktoré boli navrhnuté na vber regresorov v linedrnych zmiesangch mode-
loch pomocou ¢; penalizacie je mozné najst napriklad v [Bondell et al., 2010] alebo [Fan and Li,
2012]. Oba ¢lanky rozsiruju vgber regresorov aj o vgber ndhodnych efektov, ¢im sa ale obe me-
tédy dost komplikuju, a teda sa stdvajd nevhodné na pouZitie v prostredi vysoko dimenziondl-
nych dat. Autori v ¢lanku [Uiang et al., 2008] navrhuju metddu na principe stepwise regresie,
ktora taktiez nie je dostatoCne jednoduchd a nie je pouzitelnd v prostredi vysoko dimenzional-
nych dat.

3.1 Kritéria na porovnavanie submodelov v LMM

Po vybere regresorov vacsinou dostaneme na vyber z viacerych moznosti, napriklad pre rézne
A dost@vame zvGcsa rézne mnoziny. V neddvnej dobe sa objavilo mnoho modifikacii infor-
macnych kritérii pre LMM, asi najviac pozornosti sa dostalo cAIC - conditional AIC [Vaida and
Blanchard, 2005]. Podrobny prehlad a porovnanie prindsa praca [Muller et al., 2013]. Napriek
vSetkému sa ale vo vysoko dimenziondlnych pripadoch najcastejSie stretdvame s pouzitim BIC
upraveného pre LMM

BIC=(p+q)-In(n) —2In(L).

4 Konvexnd metdda na vgber regresorov vo vysoko dimenzi-
onadlnych linearnych zmiesanych modeloch

V predchddzajdcich kapitole bol zmieneny problém existujucich metod, ktoré optimalizuju vo
vSeobecnosti nekonvexné Ucelové funkcie. Prinavrhovani novej metddy sme sa zamerali hlavne
jej pouZitie na vysoko dimenziondlne data s dimenziou vacsou ako 10*. Za tgm Géelom sme na-
vrhli konvexnd Ucelovd funkciu. Nekonvexita Ucelovej funkcie bola vnasand do spominanych
metod odhadovanim parametrov od ktorgch zdvisia matice D a R. Odhad tgchto parametrov
sme nahradili priamo odhadom vektoru ndhodnych efektov u. Priame odhadovanie vektora
ndhodnych efektov so sebou ale prindsa nevyhodu v podobe toho, Ze odhadujeme dva vek-
tory (B a u) pri ktorgch predpokladdme réznu Struktdru. Kgm od vektora 3 ocakdvame riedku
Strukturu, tak vektor u ma normalne rozdelenie. S prihliadnutim na to sme zvolili rézne formy
penalizacie ¢; pre B a £, pre u. Optimalizovand Ucelova funkcia bude mat tvar:

-
(B,10) zor%min 1Y =XB —Zul3 + Al + A Y willul3], (4-1)

i=1
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kde q* je znamy pocet skupin do ktorgch su rozdelené efekty vo vektore u, ;u je podvektor
vektora u ktoré patri do i-tej skupiny. A a A su parametre zvolené pred minimalizaciou a w; su
zvolené vahy pomocou ktorgch budeme skalovat penalizacng parameter A pre prisltchajuce
Casti vektora u.

Castou Ulohou analgzy dat pomocou LMM je najmé odhad kovarianénej struktdry modelu
a teda matice D. Ale v nasom pripade vysoko dimenziondlnych dat, ked cielime na selekciu
regresorov z matice X nam postacuje dobry odhad nahodnygch efektov u a elimindcia nahod-
nej Casti Zu. K odhadu kovariancnej Strukturi mézeme pristupit po selekcii regresorov bezngmi
postupmi odhadovania LMM.

4.1 Volba vah w;

Pri vhodnej volbe vah w; v Gelovej funkcii vieme -1 vieme dosiahnut dobré vgsledky pri malej
vypoctovej ndrocnosti, preto je délezita volba vhodnych vah w;. My navrhujeme:

Wi = - ie» (4-2)

i
kde ,q je pocCet prediktorov v matici Z prisldchajucich do i-tej skupiny (pocet nahodnych efek-
tov v podvektore ;u), q = f':] .q. {0 je priemer absolutnych hodnét korelacie medzi predik-

tormi z matice Z prislichajuce k i-tej skupine (,, Z) a pozorovaniami'Y:

Zti] |p(ulz(,1) )Y)|
iq

0 =

1

Takato volba vah w; normalizuje subvektor ;u jeho dimenziou a zaroven penalizuje viac
casti s mensou priemernou koreldaciou, ktord je pri danych predpokladoch priamo Umerna vel-
kosti nezndmeho efektu.

4.2 Trividlna metoda

Kedze metody vyvinuté na analgzu vysoko dimenzionalnych v oblasti LMM spominané v Casti
nie sU momentdlne schopné analyzovat data s viac ako niekolko stoviek regresormi, navrhli
sme, pre potreby porovnania, trivialny postup transformdcie LMM na model linedrnej regresie.
Ddta transformujeme tak aby sme eliminovali ndhodnu ¢ast LMM reprezentovand Zu.
X = (I-Z2Z"X,
Y=(1-2Z")Y,
kde Z" je pseudoinverznd matica k matici Z.
Po transformacii dostaneme linedrny regresng model:

Y = XB + &,
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s vysoko dimenziondlnou maticou X. Na takdto tGlohu mézeme pouzit metédu LASSO z
&asti[. V tomto pripade mdZu nastat rézne problémy, ktoré mdzu skreslit selekciu premennych
pomocou LASSA. Napriklad v pripade zhody (vysokej koreldcie) medzi stipcami z matic X a Z.
Zdroven, tymto postupom nemdézeme analyzovat ddta, v pripade ak je pocet prediktorov vacsi
ako pocet pozorovani (teda musi platit ¢ < n < p).

5 Teoretické vlastnosti navrhnutych metod

V tejto Casti rozoberieme schopnost navrhnutej metddy identifikovat presnd mnozinu premen-
nych, ktoré ovplyvnuju pozorovania.V pripade vysoko dimenziondlnych dat sa v literatdre stre-
tdvame najmd s analyzou asymptotickych vlastnosti. V pracach [Zhao and Yu, 2006, Knight
and Fu, 2000] sa stretGvame najma s konzistenciou odhadu a konzistencie z pohladu vgberu
premennych:

P(S™=S% — 1, pren — oo, (5-1)

kde S™ je mnozina odhadnutd pomocou danej metédy. V nasom pripade sa pozrieme na zna-
mienkovl konzistenciu a to:

lim P(B"(A"A) = B°) =1, (5-2)

n—oo

AT

kde Bn()\“,/\) =, B° znamend sign(B (A™,A)) = sign(B°). Tato vlastnost je prisnejsia ako
konzistencia lebo okrem sprdvneho vgberu premennych zarucuje aj spravnost znamienka.

Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, Ze prvych k premennych je relevantnych. Roz-
delme vektor pevnych efektov B° na °(1) = (BY, B3, ..., BY), kde BY # O prej =1,2,...,k
aB’(2) = (BLy1yBY -+, BS) kde BY = O prej = k + 1,k + 2,...,p. Prislichajic k tomu
rozdelme aj maticu X" na X™(1) a X"(2). A definujme:

1 NI I
o E [Xn)zn]T [Xn’zn] — (221 222 Z23>

I3 I3, I5;
kde Z) = +(X"(1)TX"(1), 27, = 2+ (X*(1))TX"(2). &3 = (X"(1))TZ" 23, =
I, = 2(XM2)TXM2), 55y = (XM(2)TZN Y = S(ZM)TXM(1), 55, = S (ZM)TXM(2),
3= 1E(Z”)TZ“. Na zdéklade toho definujme podmatice

n o __ Z111,1 2?,3 n __ n n
w= (5 ) 0 4= ).

Dalej definujme vektor

_ (sign(B°(1))
6-( oqxl )
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Definicia 1. Hovorime, 2e ™ splfia podmienku nereprezentovatelnosti (pre nase potreby
upravena Irrepresentable condition, ktora sa vyskytuje v literatdre Studujucej LASSO ) ak exis-
tuje vektor kladnych konstant n pre ktory plati:

AT e| <1 -1
kde 1 je vektor p — k + q jednotiek.

Ako uvadza [Bihlmann and van de Geer, 2011, Zhao and Yu, 2006] podmienka nerepre-
zentovatelnosti je vo vSeobecnosti ekvivalentnd s podmienkou, ktord je v literatire zndma ako
podmienka susedskej stability (neighborhood stability condition) a obe zlyhavajd ak dizajn ma-
tic X a Z vykazuje az prilis silnd linedrnu zdvislost v mensej podmatici matic X a Z.

Najskor stanovime dolnd hranicu pravdepodobnosti, s ktorou nasa metéda vyberie spravnu
podmnozinu premennych, ¢o je tesne prepojené s tym ,,ako velmi plati“ podmienka nerepre-
zentovatelnosti.

Lemma 1. Ak plati podmienka nereprezentovatelnosti, teda existuje vektor kladngch konstant
1 potom:

~ T

P(B (A"A) = B°) > P(A" N BM),

kde N

A" = {\(wn)—@“aﬂ <nw|— }‘7 \(W“)—‘e|}
a An

B" = {!(A“(‘P“)“CD“ —(X"2)"e < 711} :
kde

Dékaz lemmy il ako aj dékaz nasledujicej vety fil je uvedeny v dizertacnej praci.

P

Veta 1. Nasa metdda je znamienkovo konzistentnd pre postupnost A, splnajucu A,/n — 0 a
An/M'T = 00, kde 0 < ¢ < 1 za predpokladu konecnich varianéngch matic x; ax» a platiacej
podmienka nereprezentovatelnosti. Zaroven plati:

P(B(A\) = B) =1—o0(e™)

6 Priklady pouzitia navrhnutych metod

V tejto Casti odprezentujeme pouzitie navrhnutej metddy na konkrétnych prikladoch. Prejdeme
zdkladné vygenerované priklady, kde odhady (parametrov) bude méct porovnat so skuto¢nos-
tou. Dalej uvedieme aj postup v situdcii, ked je dimenzia matice Z, g, vécsia ako pocet pozoro-
vani n a v zavere sa pozrieme na aplikaciu navrhnutej metddy na redlne data.
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6.1 Zakladng priklad

Zacneme vygenerovanym prikladom v ktorom budeme poznat skutocnost, aby sme si s nou
mohli vysledky porovnat.

UvaZzujme jednoduch( LMM so n = 200 pozorovaniami. Po&et stipcov matice X (pocet re-
gresorov) je p = 1000. Z tgchto je len prvych k = 5 vgznamnych pre dang model s pevngm
efektom 1. Vektor pevn(ch efektov tedaje p = [1,1,1,1,1,0,...,0]". Pocet prediktorov v ma-
tici Z je ¢ = 40. Matica Z je blokovo diagondlna. Nahodné efekty su rozdelené do dvoch skupin
po 20 efektov. Prva skupina efektov je z normdlneho rozdelenia s nulovou strednou hodnotou
a varianciou o = 1,2, druhd skupina ma varianciu 03 = 0,8. LMM md dva variancné kom-
2
ponenty D = ((g (SZ). Chyby € su z normalneho rozdelenia s nulovou strednou hodnotou

2

a varianciou o2 = 0.2. Matice X a Z st generované z rovnomerného rozdelenia rozdelenia a
normované aby mal kazdy stlpec dizku jedna. Pozorovania Y su vypocitané na zaklade LMM:

Y=XB+Zu+e.

Na danu ulohu aplikujeme navrhnutd metodu pre rozne parametre A a A. Vahy w; sme volili
podlafs.1. Zaroveri sme pre kaZd( kombindciu parametrov A a A a teda pre kaZdi podmnoZiny
vybratych regresorov odhadli LMM.

Na zdklade BIC sa mdzeme rozhodnut, ktorg z pondkanych modelov si zvolime. V nasom
pripade sme zvolili model v ktorom je odhad efektov prvgch piatich relevantnych regresorov
(0.85,1.02,0.82,0.96,0.83) a je nespravne identifikovanych pdt dalSich regresorov, ktorych
efekty su odhadnuté na (0.12,0.15,0.09,0.1,0,08). V tomto pripade je odhad varianéngch
efektov (v zatvorkdach su skutocné hodnoty) 1.05(1.2) a 0.33(0.8). Odhad variancie chgb je
0.02(0.2).

Ked pouzijeme presng model len s prvgmi piatimi regresormi tak odhad pevnygch efektov je
(0.93,1.1,0.92,1.01,0.93). Odhady variancénych efektov su 1.05, 0.33 a odhad variancie chyb
je 0.04.

6.2 Analgza dat z Wellcome Trust Case Control Consortium (WTCCC)

LMM sa Casto vyuzivaju na mapovanie biologickych znakov na zdklade genetickej informa-
cie [Zhou et al.,, 2013, Tan et al., 2018]. Tento postup sa v literatdre oznacuje ako genome-wide
association (GWA) stadie. Su zalozené na tom, ze akékolvek dva ludské genomy sa liSia v mi-
libnoch réznych spdsobov. Existuju malé rozdiely v jednotlivgch nukleotidoch genémov (SNP),
ako qj vela vacsich varidcii, ako su delécie, inzercie a varidcie poctu kopii. Kazdd z nich moze
sposobit zmeny v znakoch jednotlivca alebo fenotypu, o mbze byt Cokolvek, od rizika choroby
az po fyzické vlastnosti, ako je vgska.

Uloha spociva v regresii kvantitativnych alebo bindrnych znakov na vysoko dimenzionéiny
vektor (v pripade WTCCC ddat 450000) jednonukleotidovych polymorfizmov (SNP), alebo lokécii
diskrétnych genetick(ch variécii pre kazdého jednotlivca v stadii. Ndhodné efekty mozu byt
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Tabulka 6 -1 Porovnanie metéd BSLMM, arLMM-AVC a LMMconvexLASSO pri predikcii dat z WTCCC.

choroba AUC

LMMconvexLASSO arLMM-AVC BSLMM

BD 0.6687 0.6461 0.6514
CAD 0.6172 0.5937 0.6015
HT 0.6164 0.6010 0.5893
RA 0.6053 0.6206 0.6178
T1D 0.6892 0.6840 0.6932
12D 0.6152 0.5993 0.6015

sposobené strukturou obyvatelstva alebo pribuznostou medzi jednotlivcami. V nasom pripade
budeme uvaZovat (rovnako ako v zmienenych &lankoch popula&nd struktdru v tvare XX)

Porovnavame nas odhad metddou LMMconvexLASSO s BSLMM (Bayesian sparse linear mi-
xed model) [Zhou et al., 2013] a s arLMM-AVC (Approximate Ridge LMM - approximate variance
componens) [Tan et al., 2018]. Na porovnanie pouzijeme ddta zo studie Wellcome Trust Case
Control Consortium (WTCCC) [Consortium et al., 2007] s 14 000 chorych pacientov pre 6 ocho-
reni - bipoldrna porucha (BD), ochorenie korondrnych artérii (CAD), hypertenzia (HT), reumato-
idnd artritida (RA), diabetes typu 1 (T1D) a diabetes typu 2 (T2D) a s 3 000 zdielangmi zdravgmi.
Predikujeme bindrnu premennu - zdravotny stav (chory, zdravy).

Nahodne rozdelime data na trénovaciu Cast (80 % dat) a testovaciu Cast (zostavajucich 20
% dat). Tento proces zopakujeme 20 krat pre kazdu chorobu. Pre kazdd metédu odhadneme
parametre modelu na trénovacej Casti a ndsledne predikujeme na testovacej Casti. V{sledky
vyhodnotené pomocou metédy zaloZenej na porovnani plochy pod ROC krivkou (AUC - area
under the curve) [Wray et al., 2010] vidime v [ -- 1. ROC krivka je grafickgm znazornenim z4-
vislosti senzitivity od 1 - Specificity v zdvislosti od prahu zvoleného klasifikatora. Plocha pod
ROC krivkou (AUC] je jednim z kritérii pre vyber vhodného klasifikdtoru (modelu) a urcuje kvalitu
separdcie tried v modeli reps. schopnost separdcie tried dangm klasifikdtorom.

V tabulke b -- 1 vidime, Ze Uspe&nost jednotlivich metdd pri predikcii chordb je takmer to-
toznd. Zaroven ale vidno, ze v danej oblasti urCite existuje priestor na dalSie vylepsenie metod,
lebo maximalna Uspesnost je necelych 0.7. Potvrdzuje sa, ze predikcia choroby z genetickygch
markerov je tazky problém lebo velké rozdiely v odozve mozu vzikat environmentalnymi fak-
tormi, ktoré v uvazovanej studii nepozorujeme.

7 Simulacna studia

V tejto kapitole odprezentujeme vysledky viacergch simulacnych stadii, v ktorgch sa postupne
zameriame na rézne ¢asti LMM od rastlceho poctu regresorov az po komplikovanost kova-
riancnej matice ndhodnych efektov u. Zaroven uvedieme porovnanie navrhnutej metédy s
existujicimi metédami popisangmi v B. Takmer vZdy pouzijeme na porovnanie nami navrhnd
metédu a metddu navrhnutd na porovndvanie popisand v &asti (.2,

V(sledkom kazdej z metdd popisanych v tejto praci je odhad pevnych efektov 3. My sa ale
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budeme zameriavat na vgber regresorov a preto ako mnozinu vybratych regresorov pomocou
danej metddy budeme uvazovat tie regresori, ktorgch odhad pevnych efektov pomocou danej
metody je nenulovy. Teda vyberieme tu mnozinu regresorov, pre ktoru plati:

{i:B;#£0 pre i=1,2,...,p}

kde ije odhad pomocou danej metody.

V kazdej stadii vzdy pre kazdg skdmanu cast vygenerujeme sto Uloh podla popisaného
postupu a pouzijeme vsetky porovnavané metédy. Pre danud metédu budeme sledovat v kol-
kgch zo sto pripadov ndm dand metéda poskytne aspon pre jeden parameter alebo skupinu
parametrov, ktoré sa v metdde menia (napriklad v LASSO metdde A) prave presnd mnozinu
vgznamn{ch regresorov, teda prdve mnoZzinu S°. V kazdej $tddii porovndme aspon tri metddy
a to nami navrhnutd metddu z &asti i s metddou navrhnutou na porovndvanie z Easti .9 a s
klasickou LASSO metddou z Easti 3, ktord je navrhnutd len pre klasicky linedrny regresng mo-
del a nie pre LMM. Zaroven, casto budeme porovndvat len tieto tri metddy, lebo ako jediné su
schopné efektivne poéitat Glohy s dimenziou vacsou ako 103
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Rastlci pocet pozorovani

Najskor sa pozrieme na zmenu Uspednosti ndjdenia prave mnoziny S° s rasticim po¢tom pozo-
rovani n. Uvazujme LMM postupne s n = 100, 200, 300, 400,500, a 1000 pozorovaniami. Nech
p = 5000, g = 40 a D je diagondlna s dvoma varinéngmi komponentami o3 = 1.2 a 03 = 0.8,
02 = 0.2. Nech prvych s® = 15 regresorov je vgznamnych s efektom jedna. Obe matice X aj Z
su generované z rovnomerného rozdelenia a znormované tak aby mal kazdyg stipec jednotkovi
dizku.

Nasledujci obrazok [7 -- 4 potvrdzuje ocakdvania, a to e s rastiicim poctom pozorovani
narastd Uspesnost kazdej z metdd.

2 100 ® g
3

= 80 |

3

=

= 60 |

5

=

S 40 |

o

j o0 | -+ L MMconvexLASSO| !

_g --HDLMMnaive

= LASSO

+ 0 : ‘ ' |

g 100 200 300 400 500 600
am

n

Obr. 7 -2 Porovnanie Uspesnosti metdd v zdvislosti od poctu pozorovani.
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Rastulci pocet regersorov v matici X

Dalej sa pozrieme, ako sa zmeni Gspednost ndjdenia pdve mnoziny S° s narastajdcou dimen-
ziou p matice X. Uvazujme LMM, v ktorom bude mat matica X postupne p = 50, 100, 500,
1000, 10000, 100000 regresorov. Vzdy bude vgznamnych préve s® = 5 regresorov, ktorych
efekt bude jedna. Regresory budd vyberané ndhodne z rovnomerného rozdelenia a normo-
vané na jednotkovu dizku. Daldie parametre sin = 200, ¢ = 40 a D je diagondina s dvoma
varinéngmi komponentami o3 = 1.2 a 03 = 0.8, o2 = 0.2. Obe matice X aj Z st generované z
rovnomerného rozdelenia a znormované tak aby mal kazdy stipec jednotkovi dizku.

Ako bolo spomenuté v Easti [ s rasticim po&tom regresorov narastd pravdepodobnost, Ze
sa ndhodne vyskytnu regresory, ktorgch vysoka koreldcia s vektorom pozorovani Y bude Cisto
nahodnd. Obrazok [7 -- 3 ukazuje pokles Gspednosti s rastlicim po&tom regresorov. V porovnani
s nasleduijlicim obrdzkom 7 -- 4 je pokles Gspednosti metéd spojeny s ndrastom poctu regreso-
rov vgrazne mensi ako pokles Uspesnosti spojeny s rastom poctu prvkov mnoziny S°, obrdzok

100

o)
o

o))
o

40 ¢ -
o0 | -+ LMMconvexLASSO| |
-©-HDLMMnaive
LASSO
0 Ll s P B ‘ ra— — . PR
50 100 5001000 10000 100000

Pocet uloh s presne identifikovanym S°

p

Obr. 7 -3 Porovnanie Uspesnosti metdd v zdvislosti od poctu regresorov.
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Rastlci pocet relevantnych regersorov s°

Teraz sa pozrieme ako sa zmeni Uspesnost metdd pri ndraste poctu relevantnych regresorov.
Uvazujme postupne LMM s s® = 1,2,..., 20 relevantngmi regresormi. V3etky regresori budu
mat efekt jedna. Daldie parametre LMM st p = 5000, n = 200, q = 40 a D je diagondina
s dvoma varinéngmi komponentami o7 = 1.2 a 05 = 0.8, 02 = 0.2. Obe matice X qj Z st
generované z rovnomerného rozdelenia a znormovaneé tak aby mal kazdyg stipec jednotkovi
dizku.

S narastajlcim poctom relevantnych regresorov je zrejmy relativny pokles vplyv jednotli-
vych regresorov na pozorovania Y, comu zodpoveda aj postupny pokles Uspesnosti jednotli-
v(jch metéd ako to vidiet na nasledujticom obrdazku [7 -- 4.
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Obr. 7 -4 Porovnanie Uspe3nosti metdd v zavislosti od velkosti mnoziny S°.
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Porovnanie s existujicimi metodami

Na porovnanie navrhovanygch metdd s uz existujucimi metdédami, vgrazne zmensit dimenziu
riesen(ch Gloh. Najskér porovndme metédy s metédami LASSOP a LMMLASSO (&ast §). Metédy
porovndvame na prikladoch, ktoré st odvodené z ilustracnych prikladov k dangm metédam.
Majme n = 120 pozorovani rozdelench do dvadsiatich skupin po Sest. Pre kazdé pozorovanie
mdme p = 150 regresorov. Postupne nech je len s°® = 1,2,...,10 regresorov vgznamnych s
efektom jedna. Matica Z zachytdva rozdelenie dat do skupin. Pre kazdd skupinu pozorujeme
dva nezavisle prediktory. Matica Z je blokovo diagondlna a vektor u pozostdva z dvoch casti.
Obe Casti vektora u si ndhodne vybraté z rozdelenia N (0, D = 2 - I), chyby st z N'(0,I).
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Obr. 7-5 Porovnanie Uspe3nosti metdd v zdvislosti od velkosti mnoziny S°.
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Vidno , Ze obe metédy (LASSOP aj LMMLASSO) maju velmi podobné vysledky, ¢o zodpo-
veda qj tvrdeniu autorov. Zaroven vidiet, ze obe nami navrhnuté metddy su UspesnejSie ako
porovnavané metody. Zardzajuci je qj fakt, ze s rasticim poctom relevantnych regresorov ra-
pidne klesa Uspesnost dangch metdéd az pod Uroven Uspesnosti LASSO metddy, ktord nie je
navrhnutd pre LMM.

V druhom pripade porovndme navrhnuté metédy s metédou LMM-LASSO (East i), ktord je
navrhnutd na problémy s jedngm varia€ngm komponentom.

V tomto pripade budeme mat n = 200 pozorovani rozdelengch do dvadsiatich skupin po
desiatich pozorovaniach. pre kazdé pozorovanie mame p = 5000 regresorov, ale z nich je len
s® = 1,2,...,20, vetky s efektom jedna. Matica Z zachytdva skupinovl Struktiru dat. Z;;
je jedna ak pozorovania i a j patria do rovnakej skupiny a nula ak nie. Vektor u je ndhodne
vybraty z rozdelenia A (0, D = I), chyby st z A/(0,0.21).
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Obr. 7-6 Porovnanie Gspednosti metdd v zdvislosti od velkosti mnoziny S°.

LMM-LASSO metdda si vedie porovnatelne s nami navrhnutgmi metédami. Problémy mozu
nastat v pripade ak by boli regresory prilis korelované s prediktormi, lebo metéda najskdr od-
haduje kovariacnd struktdru modelu, ktort by mohlo v takomto pripade vgrazne nadhodnotit.

Dalsie simulacné stidie je mozné ndjst v dizertacnej praci.
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Zdrojové kody

VSetky navrhnuté algoritmy sme implementovali v prostredi MATLAB. Na minimalizdciu sme
pouzili prostredie CVX: Matlab Software for Disciplined Convex Programming [Grant and Boyd,
] s optimalizacngm algoritmom MOSEK [Mosek ApS|]. Zdrojové kody s ukdzkami su k dispozicii
Na http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/56952-1mmconvexlasso.

Zaver

V préci sme v Gvodnych Eastiach @ sme sa oboznamili s vysoko dimenziondlnymi datami a
ich problematikou v pripade linedrnej regresie. Uviedli sme prehlad zdkladngch metéd pouzi-
vanych v tejto oblasti. Dalej sme zadefinovali linedrny zmiedany model v klasickej podobe a
uviedli zauzivané postupy odhadovania LMM. Nasledovne sme uviedli prehlad prac ktoré boli
v poslednych rokoch publikované v oblasti vysoko dimenzionalnych linedrnych zmiesanych
modelov. Poukdzali sme najmd na fakt, Ze aj ked su tieto metddy navrhnuté na analjzu vy-
soko dimenziondlnych dat nie s vdaka nekonvexite Ucelovej funkcie vhodné na analjzu dét,
ktor(ch dimenzia je Casto vyssia ako 10°.

V nasledujucej Casti B sme sa zamerali na vyber regresorov vo vysoko dimenziondalnych
linedrnych zmieSanych modeloch. Za tgmto Gcelom sme navrhli konvexnu metddu, ktord sme
postupne vylepsovali aZ do metédy f-1l. Této metdda vyuziva rézne typy penalizacii a vah pre
rozne Casti vektora odhadovanych parametrov. Nédsledne sme navrhli volbu vhodnych véh.
Zaroven sme navrhli jednu trividlnu metddu. Vghodou navrhnutgch metéd je ze dokdazu rie-
Sit problémy s po¢tom premennych presahujdci 10°. MozZnou nevghodou je Ze pre Uspedny
odhad pozadujeme aby bol pocet pozorovani vacsi ako pocet parametrov ktoré sa snazime
vybrat/odhadnut. V Easti i ale navrhujeme postup, ktor( by mohlo byt mozné uplatnit v ta-
kgchto pripadoch.

V nasledujucej kapitole [§ sme odvodili teoretické viastnosti navrhnutej metédy. Konkrétne
konzistenciu ktord zabezpeci, ze s rasticim poctom pozorovani, za danych predpokladov, ur-
&ite vyberieme pozadovani mnozZinu regresorov. V nasledujicej kapitole [ sme uviedli priklady
pouzitia navrhnutej metédy najskor na simulovanych a potom na redlnych détach. V tejto ka-
pitole sme taktiez navrhli postup, aplikovatelny v pripadoch, ked' je poCet pozorovani mensi
ako pocet prediktorov.


http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/56952-lmmconvexlasso
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Poslednd kapitola[dje venovand simula&nej &tidii. Hlavnou vjhodou navrhnutgch metéd je
ich moZzné pouZzitie aj v problémoch s dimenziou va¢sou ako 10° ako je mozné vidiet na obrdzku

V porovnani's existujucimi metédami st navrhnuté metédy Uspesnejsie, ako je mozné vidiet
na obrdzkoch [7-- 5 a7 -- 6, €o pripisujeme najma lepsej implementécii. Lepsia implementdcia
je dosiahnutd najmad vdaka pouzitiu profesiondalneho optimalizacného programu uréeného na
rieSenie Uloh konvexného programovania.

Vysledky dizertacnej prace
Za najdolezitejsie prinosy dizertacnej préce povazujeme:

e Odvodenie konvexnej metody na vyber regresorov vo vysoko dimenzionalnych linedr-
nych zmieSanych modeloch, pomocou ktorej je mozné analyzovat data s dimenziou,
presahujdcou dimenziu s ktorou su schopné pracovat doterajSie metddy.

e Ndvrh vah pre odhad ndhodnygch efektov. Navrhnutd volba vah vgrazne zjednodusuje
vypocetnu zlozitost, ale zaroven, ako ukazuju simuldcie, m& minimalny vplyv na dspes-
nost selekcie nasej metddy.

e Rozsirenie teoretickgych poznatkov v oblasti vgberu premennych v linedrnych zmiesa-
nych modeloch. Zndme teoretické poznatky z tejto oblasti sme rozsirili pre metédu na-
vrhnutd v praci. Konkétne sa jednd o asymptotickd znamienkovu konzistenciu, ktord za-
bezpeci, Zze nasa metdda s dostatocngm poctom ddét vyberie do modela spravne pre-
menné.

e Implementdcia metddy v programovacom jazyku MATLAB. Implementdcie nie je zdvisld
od Ziadneho ad hoc algoritmu, ale je plne postavend na konvexnom programovani a
teda Skalovetelna s rozvojom konvexného programovania.

Vyuzitie vysledkov v praxi:

e Implementdacia metddy je volne dostupnd v v programovaciom jazyku MATLAB. Ako bolo
uvedené v prdci, moze byt vyuzitd pri genome-wide association Studidch, kde dosahuje
porovnatelné vysledky s metddami dnes povazovangmi za ,state of the art*.

e Zdaroven je mozné metddu vyzit pri rieSeni podobnych problémov v meteorolégii alebo
financnictve.
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