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Abstrakt

Praca je zamerana na stidium tedrie optimalizacie a tedrie optimélneho riade-
nia. Cielom prace je navrhnit mozné inovacie a tym rozsirit teériu optimélneho
riadenia. V praci sme vypracovali prehlad numerickych algoritmov optimaliza-
cie, prehlady linedrneho kvadratického riadenia (LQR) a prediktivneho riadenia
(MPC), tieto algoritmy sme implementovali v programovacom jazyku Python.
Algoritmy optimalneho riadenia st citlivé na presnost modelu, nemodelované dyna-
miky a externé poruchy. Na vytvorenie robustnejsich zakonov riadenia sme zvolili
riadenie v kizavom rezime (SMC), ktoré je schopné si poradit s neurcitostami
a poruchami. Z oblasti prediktivneho riadenia sme sa nakoniec zamerali na metody
tube-based MPC a offset-free MPC. Offset-free MPC dokaze odstranit trvalé
regulacné odchylky aj v pripade nepresnosti medzi modelom a systémom alebo
za pdsobenia externych konstantnych portch, ma vsak horsie tlmiace vlastnosti
pre harmonické poruchy. Tube-based MPC je robustnd metéda prediktivneho
riadenia, ktorad v sebe kombinuje nomindlne MPC a robustny doplnkovy zakon
riadenia, ktory sa stard o nelinearity, poruchy a neurcitosti, ale nie vzdy odstrani
trvalé regulacné odchylky. Navrhli sme kombinaciu tube-based offset-free MPC
s integralnym kizavym rezimom s cielom skombinovat pozitivne vlastnosti obi-
dvoch metéd. Experimenty ukazali zlepSenie v odstranovani trvalych regulac¢nych
odchylok a tlmiacich vlastnostiach harmonickych portach. Vzniknuté navrhnuté
riadenie je tak vylepSenim samostatnych metéd tube-based a offset-free MPC. Co
sme preukéazali v demonstraénych experimentoch. Demonstracné experimenty sme
vykonali aj pre ostatné vybrané algoritmy riadenia, na ktorych sme prezentovali
ich vlastnosti. Pouzitelnost riadenia na realne systémy sme overovali meranim
doby behu programu. Merania preukazali, ze implementovand metéda vnitorného
bodu dokéazala riesit problém MPC online. Implementovani metédu vniatorného
bodu sme porovnali aj s externym optimalizacnym Python modulom. Porovnanie
preukazalo, Ze nasa metdda bola rychlejsia a spolahlivejsia hlavne pri zvacSovani
horizontu predikcie. Na overenie sme vybrané metédy implementovali aj na realne
laboratérne systémy, na ktorych jednotlivé metédy dosiahli uspokojivé vysledky.

KIicové slova
optimalizdcia, metéda vnutorného bodu, Kalmanov filter, optimélne riadenie,
Hamiltonova-Jacobiho-Bellmanova rovnica, linearne kvadratické riadenie, riadenie

v kizavom rezime, integralny kizavy rezim, prediktivne riadenie, tube-based
prediktivne riadenie, offset-free prediktivne riadenie
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Uvobp

Uvod

V praci vytvorime komplexny prehlad numerickych metéd pouzivanych v ob-
lasti optiméalneho riadenia. Nésledne tieto metody implementujeme a testujeme
v prostredi vhodnom pre navrh algoritmov riadenia, najmé v jazyku Python.

Pouzivame ziskané poznatky z tedrie optimalizacie na implementaciu a analyzu
metod optiméalneho riadenia, konkrétne metéd LQR, tube-based MPC a offset-
free MPC. V tychto metédach zvolime pristupy, ktoré umoznia riesit problémy
robustného riadenia a eliminovat trvalé regulacné odchylky aj v pripade nepresnosti
v modeli alebo pri vyskyte externych portich. Kombinacia tube-based offset-free
MPC, navrhnutéd v ramci tejto prace, ma za ciel spojit vyhody oboch pristupov
a odstranit ich individudlne nedostatky. Offset-free MPC dokaze odstranit trvalé
regulac¢né odchylky aj v pripade nepresnosti medzi modelom a systémom alebo za
pOsobenia externych konstantnych porich, ma vsak horsie tlmiace vlastnosti pre
harmonické poruchy. Tube-based MPC je lepsie v tlmeni harmonickych portch,
ale nie vzdy odstrani trvalé regulacné odchylky.

Tube-based MPC navrhneme s doplnkovym robustnym zékonom riadenia zalo-
zenym na riadeni v kizavom rezime. Tento zakon bude integrovany do tube-based
MPC na potlacenie neurcitosti, nelinearit, nemodelovanej dynamiky a externych
portch, ¢im sa vytvori kombinovany zakon riadenia.

Nakoniec experimentalne overime navrhnuté algoritmy v simulécidch a aj na
redlnych laboratérnych systémoch, s dérazom na systémy s kratkou periédou
vzorkovania. Merand bude nielen kvalita riadenia, ale aj vypoctova narocnost,
s cielom zhodnotit ich praktickd implementovatelnost. Stcastou bude aj porovnanie
vlastnych implementovanych algoritmov numerickej optimalizacie s externymi
softvérovymi balikmi, a to najmé z hladiska spolahlivosti a rychlosti vypoctu pri
zvacsovani horizontu predikcie.
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CIELE PRACE

1

Ciele prace

Cielom tejto dizertacnej prace je vyskum, navrh a implementacia inovativnych
metoéd optiméalneho riadenia, so zameranim na prediktivne riadenie systémov
za pritomnosti neurcitosti, porich a obmedzeni. Praca vychadza z poznatkov
v oblasti linedrneho kvadratického riadenia (LQR), prediktivneho riadenia (MPC)
a numerickej optimalizacie, pricom sa usiluje o rozsirenie existujicich metod
a navrh novych pristupov vhodnych pre redlne aplikacie s dérazom na robustnost
a vypoctovu efektivnost.

1.

Sttdia moznych optimalizaénjch metéd v oblasti optimalneho riadenia
a naslednd implementéacia tychto metdd.

. Studia v oblasti optiméalneho riadenia so zameranim na linedrne kvadra-

tické riadenie a prediktivne riadenie a implementacia vybranych algoritmov
optimélneho riadenia (LQR, offset-free MPC, tube-based MPC).

Implementacia robustného doplnkového zdkona riadenia v tube-based MPC
formou riadenia v klzavom rezime, vypracovanie prehladu algoritmov riade-
nia v klzavom rezime.

Névrh kombinacie offset-free MPC a tube-based MPC a zlepSenie tak tlmia-
cich vlastnosti pre offset-free MPC a presnosti sledovania pre tube-based
MPC.

Overenie pouzitelnosti navrhnutych algoritmov riadenia v redlnych systé-
moch s relativne kratkou periédou vzorkovania.



2  OPTIMALIZACIA

2 Optimalizacia

V nasledujicej kapitole predstavime vybrané ¢asti z teérie optimalizacie, ktoré
sme pouzivali pri rieSeni optimalizacnych problémov vyskytujucich sa v optimal-
nom riadeni.

2.1 Karushove-Kuhnove-Tuckerove podmienky

Karushove-Kuhnove-Tuckerove (KKT) podmienky st nutnymi podmienkami
existencie optima, nie vSak postacujucimi. V pripade ale, ze uicelova funkcia je
konvexna/konkavna, tiez st konvexné a spojite diferencovatelné aj obmedzenia
typu nerovnost a obmedzenia typu rovnost su afinné funkcie, tak s zaroven aj
postacujicimi podmienkami [1-3]. Definujeme optimalizaény problém:

m)in f(x) (2.1a)
s. t. g(x)=0 (2.1b)
h(x) <0 (2.1c)
Definujeme Lagrangian:
L(x,\) = f(x) + A g(x) +pn h(x) (2.2)

kde A a p st KKT multiplikdtory. Dalej g st obmedzenia typu rovnost a h st
obmedzenia typu nerovnost:

2 %

lg(x) = . :X h(x) = 1:X (2.3a)
gm(x) hn(X)

gi(x)=0, i=0,1,...,m hj(x) <0, j=0,1,....n (2.3b)

Samotné KKT podmienky optimality, ktoré potom musia byt splnené su:
1. Podmienka stacionarnosti:
VL(x,Au) =0 (2.4a)
2. Priméarna pripustnost:

g(x)=0, h(x)<0 <<= ygix)=0, hj(x)<0 (2.4b)
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3. Duéalna pripustnost:

nu>0 << p; >0 (2.4c)

4. Komplementarita:

u'hx)=0 <= phi(x)=0 (2.4d)

2.2 Metéda vntutorného bodu

Metéda vniatorného bodu je numerickd optimalizacna metdda, ktord vyuziva
fakt, ze riesenie KKT podmienok s obmedzeniami typu rovnost je ovela jed-
noduchsie ako s obmedzeniami typu nerovnost. Obmedzenia typu nerovnost si
approximované bariérovou funkciou a pristupuje sa k nim ako k obmedzeniam typu
rovnost [1, 2, 4-6]. V nasledujicej ¢asti predstavime metédu primarnej-dudlne;
pripustnosti tak ako bola uvedend v [1]. Predpokladdme vseobecny optimalizaény
problém v tvare:

mxin f(x) (2.5a)
s. t. g(x)=0 (2.5b)
h(x) < 0 (2.5¢)

kde f(x) je vSeobecnd ucelova funkcia, poziadavky na fiu si, aby bola spojitd
a diferencovatelnd do druhého radu (aspon spojitost C2), g(x) st obmedzenia typu
rovnost a h(x) st obmedzenia typu nerovnost u obidvoch je poziadavka spojitosti
a diferencovatelnosti do druhého radu (C? spojitost). Metéda vnitorného bodu
dokéze riesif Tubovolné nelinedrne optimaliza¢né problémy, za predpokladu splne-
nia uvedenych podmienok, pricom nepotrebuje ziadnu ind metédu ako sekvencéné
kvadratické programovanie.

Metéda vniatorného bodu aproximuje obmedzenia typu nerovnost logaritmic-
kou bariérou tvaru:

6 = —5(x) (26)
kde:
N
p(x) = =D In(~hn(x)) (2.7)

a t je parameter, ktorym prispésobujeme tvar bariéry, ¢im maé ¢ vacsiu hodnotu,
tym lepsie s aproximované obmedzenia typu nerovnost h(x) < 0. AvSak pokial
by sme zacali optimalizovat s prilis velkym parametrom ¢, tak by bola prili§ nizka
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vaha na bariérovom c¢lene a tak ndjdené riesenie by mohlo odignorovat obmedzenia
typu nerovnost.

Pouzitie logaritmickej bariéry je vyhodné hlavne kvoli tvaru gradientu logarit-
mickej funkcie:

N
Vo(x) = — n; hnl(X)th(x) (2.82)
N N
Vie(x) =Y hn(lx)Qth(x)th(x)T -y hnl(x) V2h, (x) (2.8b)

Na optimaliza¢ny problém (2.5a) sa mozeme pozerat ako na minimalizacny
problém primarnych premennych alebo aj ako na maximalizacny problém dudlnych
premennych. Kazdy bod z centralnej trajektorie ma teda k sebe dudl. Definujeme

dudlnu premennt:
1

Hn = —m (2.9)

Metéda primarnej-dudlnej pripustnosti vychadza z faktu, ze k primarnemu
minimaliza¢nému problému existuje dudlny maximaliza¢ny problém [1]. V tejto
metdde ale vplyvom sekvenénych vypoctov ziskané rieSenie nemusi byt vzdy
realizovatelné a nedokazeme urcit dualny rozdiel. Definujeme preto nahradny
duélny rozdiel n, ktory aproximuje rozdiel medzi primdrnym a dudlnym riesenim:

n(x,u) = —h(x) "'u (2.10)

Vyjadrime podmienku staciondrnosti KKT podmienok:

N
VI(x)+ Vex) A+ Y i Vhn(x) =0 (2.11a)
n=1
Vg(x) =0 (2.11b)
1
—diag(p)h(x) — ;1 =0 (2.11c)
kdel=[11 ... I]T. K p, sa spravame ako ku samostatnym premennym, v rov-

nici (2.11c) obmedzujeme hodnoty u.,, aby rieSenie bolo konzistentné s predoslou
definiciou 2.9. Aplikujeme Newtonovu metédu na podmienky 2.11. Vypocitame
Hessian:

M N
H=V?f(x) + Z /\mvng(X) + Z MnVth(X) (2.12)
n=1

m=1

10
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Ornacime:
rq = Vf(x)+Veg(x)'A+ Vh(x) 'n (2.13a)
re = —diag(u)h(x) — %1 (2.13b)
—— (2130)

Ziskali sme linedrnu stustavu rovnic, ktorej riesenie je krok posunutia:

H Veg(x)" Vh(x) " Ax rq
Vg(x) 0 0 AXN| = —|rc (2.14)
—diag(p)Vh(x) 0 —diag(h(x) +9)| |Apn rp

V stistave rovnic (2.14) sme zmiernili obmedzenia typu nerovnost parametrom 4,
tato relaxacia ma zabezpecit, aby algoritmus bol robustnejsi z hladiska numerickej
stability a zabezpecili sme tak konvergenciu k rieseniu. Aby rieSenie neuviazlo
v blizkosti optima, tak parameter § budeme geometricky zmensovat s kazdou
iterdciou § :=vd, 0 <~ < 1.

Algoritmus 1 Metdoda priméarnej-dudlnej pripustnosti

1: Definuj realizovatelny zaciatoény stav xg, tolerancie €4 > 0, €, > 0, . > 0,
rastovy faktor 9 > 0, faktor zabidania 0 < v <1

2: repeat

3 t=9N/n

4 Vyrie§ problém (2.14)

5: Spétné vyhladévanie, urcenie miery posunutia s
6 x:=x+ s Ax

7 A=A+s AN

8: p:=u+sAu

9: 0 :=~0

10: until ||rq]| < eq a [|rp|| <ep a ||rel] < e

V algoritme 1 sme t = 9N/n vyjadrili z hranice duédlneho rozdielu N/t
a podmienky komplementarity (2.11c), kde sme porovnali:

N
I =1 (2.15)

kde 9 je rastovy faktor, ktory je volitelny, ma zohladnovat, Ze nevieme urcit
dualny rozdiel.

11



2.3 HAMILTONOVA-JACOBIHO-BELLMANOVA (HJB) ROVNICA

Je viacero moznosti akym sposobom aplikovat spatné vyhladévanie v algo-
ritme 1. Boyd vo svojej préci [1] uviedol nasledovny algoritmus. Po posunuti
v dalSom kroku, aby bola splnend podmienka duélnej pripustnosti (2.4c), musi
platit p, +s Ap, > 0, pre vSetky obmedzenia n, podla tejto podmienky vyberieme
mieru posunutia s:

. Hn
$ =min< — , 1o, V Au, <0 2.16

{ Apip } : ( )
Dant hodnotu (2.16), pozijeme ako za¢iatoéni hodnotu do algoritmu spéatného
vyhladdvania. Spéatné vyhladavanie sa realizuje v dvoch krokoch. Najskor zmensu-
jeme hodnotu miery posunutia s := s, 8 € (0, 1) pokial pre vSetky obmedzenia
neplati h, (x + s Ax) < 0. Nésledne Boyd [1] uviedol este podmienku:

[e(c+ Ax, A+ AX, g+ Ap)ll < (L—as) [le(x, A w)l| (217

V podmienkach ukoncenia algoritmu spétného vyhladavania vo vSeobecnosti
plati urc¢ita volnost a jej volba je na tvorcovi algoritmu, popripade je moznost aj
navrhu vlastnych podmienok. My sme ukoncili algoritmus ked prvky vektora r:
llrall <eqallrpl| <epa||re]] < ec klesli pod uréité tolerancie e.

2.3 Hamiltonova-Jacobiho-Bellmanova (HJB) rovnica

Hamiltonova-Jacobiho-Bellmanova (HJB) rovnica je nelinedrna parcidlna di-
ferencialna rovnica, ktorej riesenie nie je vzdy trividlne najst, v skutocnosti vo
vacsine pripadov to je nemozné, réoznymi numerickymi alebo zjednodusujicimi
metédami mdzeme aspon najst priblizné riesenie. Rovnica je velmi doélezitym
poznatkom v tedrii nelinearneho optimalneho riadenia, pretoze predstavuje nutna
a postacujicu podmienku optimality [3, 7-11]. Rovnica vychddza z principu
dynamického programovanias:

t4dt
V(t,x(t)) = min {V(t +dt,x(t + dt)) + /t L (x(7),u(r)) d’T} (2.18)

7 ktorého mozeme odvodit HJB rovnicu:

) (VL)
or ‘ u ox

f(x(t), u(t)) + L(x(1), u(t))} (2.19)

Pouzili sme tu fakt, ze model systému je mozné vyjadrit ako systém rovnic prvého
radu x = f(x,u).

HJB rovnica (2.19) mé stivis s Lyapunovou tedriou stability [10]. V Lyapunovej
tedrii stability hladdme Lyapunovu funkciu V(x) ¢o je Tubovolné funkcia, ktord

12



2.3 HAMILTONOVA-JACOBIHO-BELLMANOVA (HJB) ROVNICA

je spojita so spojitou prvou deriviciou, pozitivne definitnd V(x) > 0, x # 0,
pre x = 0 je V(0) = 0 a pre jej ¢asovit derivaciu plati V(x) < 0, x # 0. Pokial
takdto funkcia existuje tak je dany staciondrny bod stabilny. Ak v rovnici (2.19)
definujeme:

. av(t,x(t))  oV(r,x(t)) oV (t,x(t))

V(L x(1) = = = £ (), u(n)  (2:20)

tak ju moézeme prepisat:
0 = min {V(t,x(t) + L(x(t),u(t))} (2.21)
V pripade optimality potom mame:
V(t,x(t)) + L(x(t),u(t)) =0 = V(t,x(t)) = —L(x(t),u(t)) (2.22)
Cize mdzeme tvrdif, pokial £(x(¢),u(t)) > 0, tak V(¢,x(t)) < 0 a Bellmanova

funkcia V' (¢,x(t)) je tiez Lyapunovou funkciou a riadenie navrhnuté podla HJB
rovnice je stabilné.

13



3 LINEARNY KVADRATICKY REGULATOR (LQR)

3 Linearny kvadraticky regulator (LQR)

V nasledujicej ¢asti uz prejdeme na analyzu niektorych foriem optiméalneho
riadenia. Pri analyze budeme pouzivat metdédy a algoritmy, ktoré sme predstavili
v tedrii optimalizacie. Najskor budeme Studovat tedriu optiméalneho riadenia pre
linedrne systémy. Predstavime tedriu linedrneho-kvadratického (LQ) riadenia. LQ
riadenie je formou optiméalneho riadenia, v ktorej je snahou vyriesit problém
kvadratického programovania pre linearne systémy:

b1 1
migl J = o(x(ty)) +/ <2XTQX + 2uTRu> dt (3.1a)
X, t@
s. t. %X = Ax+ Bu (3.1b)

kde ¢(x(tf)) je pokuta v koneénom stave x(ty), L je Lagrangidn systému [10,
12-14].

3.1 LQR s pozorovatelom

V redlnych systémoch niekedy nemame pristup ku vsetkym vntatornym stavom
a je nutné ich hodnoty vhodne aproximovat. Redlne systémy su tiez zatazené
procesnym Sumom a Sumom merania, ktory je nutné zohladnit v ndvrhu zdkona
riadenia. V nasledujicom algoritme predstavime spojenie LQ riadenia s pozorova-
telom stavu [10, 12, 13, 15].

Predpokladdme stavovy model systému s poruchami:

Xx=Ax+Bu+¢ (3.2a)
y=Cx+¢(¢ (3.2b)

kde £ je procesny sSum, ¢ je Sum merania. Definujeme pozorovatela stavu pre
tento systém v tvare:

Ax+Bu+L(y—y9) (3.3a)
Cx (3.3b)

b'd
y
kde strieska ”*” oznacuje odhady skutoc¢nych velicin. Matica L je zosilnenie
pozorovatela, moznosti jej ndvrhu opiseme neskor.

Definujeme stavovi odchylku & medzi skutoénym stavom x a odhadom X:

e=x—%X (3.4)

14



3.1 LQR s POZOROVATELOM

V dalsom kroku odvodime dynamiku odchylky. Spravime ¢asovi derivaciu odchylky
(3.4) a dosadime do nej stavovy model (3.2) a odhad stavov (3.3), z toho dostaneme:

¢E=Ax+Bu+£¢—-AX—Bu-L(Cx+¢ - Cxg) (3.5)
Z (3.5) potom po niekolkych tipraviach méme:
e=(A-LC)e—-L{+¢& (3.6)
Definujeme zdkon riadenia na zdklade odhadov stavov X v tvare:
u=-Kx (3.7)

kde K je matica zosilnenia stavového riadenia. Zosilnenie stavového riadenia
moézeme odvodit z HIB rovnice (2.19):

K=R 'B'PA (3.8)

kde matica P je riesend Riccatiho diferencidlnou rovnicou, ktord rovnako vyplyva
z HJIB rovnice (2.19):

-P=Q+PA+A"P-PBR 'B'P (3.9)

Z definicie odchylky(3.4) vyjadrime odhad stavov X a spolu so zékonom riadenia
(3.7) dosadime do stavového modelu (3.2a) a upravime do tvaru:

X = (A—-BK)x+BKe+¢ (3.10)

Cielom riadenia je stabilizovat vyvoj stavov systému (3.10) ako aj odchylku
medzi odhadom a meranim (3.6):

HE e R )

A D

ﬂ (3.11)

kde I je jednotkova matica. Matica A je blokova trojuholnikova matica, aby bola
Hurwitzova musime vhodne zvolit K a L. Pre blokovi trojuholnikovii maticu plati,
ze jej vlastné ¢isla st vlastné ¢isla blokovych submatic na hlavnej diagonéle. Matice
K a L mozeme teda volit nezavisle od seba a tato vlastnost sa nazyva princip
separdacie. To znamena, Ze reguldtor a pozorovatel mézeme navrhovat oddelene,
musime len zabezpecit, aby obidva navrhy: A — BK a A — LC boli Hurwitzove
matice. Princip separicie navyse neplati len pre LQR ale vo vSeobecnosti aj pre
iné metody riadenia.

Ak budeme predpokladat, ze Sumy & a ¢ maji Gaussove rozdelenie, tak kombi-
nacia LQR a Kalmanovho filtra sa tiez oznacuje ako linedrne kvadratické Gaussove
riadenie (Linear Quadratic Gaussian control - LQG). Zosilnenie pozorovatela mo-
zeme teda navrhnit ako Kalmanovo zosilnenie.
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3.2 LQR S INTEGRALNYM CLENOM

3.2 LQR s integralnym ¢lenom

Linearne kvadratické riadenie reguluje stavy systému do nuly. V pripade
externych portch, nepresnosti modelu alebo riadenia na referen¢ni hodnotu sa
mdZu pocas riadenia vyskytovat trvalé regulacné odchylky [16-23]. Definujeme
stavovi regulacnii odchylku:

e=y—-y" (3.12)
kde y* je referenc¢ny signal a y je vystup systému. Pocas riadenia na referencénui
hodnotu ziadame, aby e — 0 namiesto klasickej LQR formulacie x — 0.

Regulaéntt odchylku (3.12) potrebujeme zakomponovat do optimalizicie LQR.
Potrebujeme vyuzit vlastnost, ze LQR je navrhnuté, aby svoje vnttorné stavy re-
gulovalo do nuly. Musime teda najst taki skupinu stavov, ktord zahrnie dynamiku
systému a sucasne aj regulacnt odchylku. Predpokladajme, Ze systém riadime na
konstantnd hodnotu, ak je reguldtor navrhnuty spravne a stabilizuje systém, tak
musi dosiahnuf nejakt ustalent hodnotu. V ustalenom stave plati x — 0, tymto
sme nasli novy stav, ktory zahrnie dynamiku do novej formulacie LQR problému.

Potrebujeme odvodit este novy stavovy model. Dynamika regulacnej odchylky
je definované rovnicou:

e=y=0Cx (3.13)
a rovnako zderivujeme aj stavovy model, aby sme ziskali dynamiku nového stavu
X:

%X =Ax+Bu (3.14)
7 tohto mdézeme vytvorit rozsireny stavovy model v tvare:
é 0 C| |e 0] .
- S5 Rl 619
—_——
A £ B

kde A a B st rozsirené matice stavového modelu a £ je novy stav systému, ktory
v sebe zahfna regula¢nti odchylku.

LQR mdze byt pre tento rozsireny systém navrhnuté rovnako ako v predoslych
kapitolach. Zakon riadenia, ktory ziskame z navrhu bude v tvare:

u=-[K; K L‘j (3.16)

Avsak odvodeny vyraz (3.16) predstavuje ¢asovi derivdciu hladaného zakona
riadenia, preto vyraz este zintegrujeme a ziskame LQR s integralnym clenom:

23

", edt}

(3.17)

ty
u:—Ki/ edt—st:—K{
ts X
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3.3 IMPLEMENTACIA LQG S INTEGRALNYM CLENOM NA REALNY SYSTEM

3.3 Implementacia LQG s integralnym c¢lenom na realny

systém

V publikécii [24] sme na laboratérny systém implementovali LQR riadenie
s integralnym ¢lenom a s Kalmanovym filtrom ako pozorovatelom stavu. Vstupom
a vystupom systému bolo napétie, vystup predstavoval rychlost otacok motora.
Systém obsahoval potenciometer, ktorého nastavenim sme mohli menit parametre
systému (pozri tabulku 1), predstavoval teda parametricki poruchu. Integra¢nd
zlozka zabezpecila potlacenie porich a presné sledovanie referenéného signalu aj
pri prudkych zmenach potenciometra.

Tabulka 1: IDENTIFIKOVANE MODELY

Yo A B,

a)  6.1085 0 1] 0
|—2.8720 —2.9501] 4.1892]

b)  4.7655 0 L] 0
|—1.5582 —2.5157] 2.0166

¢)  3.1780 0 I 0
|—1.0342  —2.5774] 1.0992]

Priebeh riadenej veli¢iny y, nastavenia potenciometra z a generovaného vstupu
u je zobrazeny na obrazku 1. Z experimentu konstatujeme, ze navrh riadenia
dokazal potlacit poruchy a spolahlivo sledovat referenény signal. Aj ked podla
tabulky 1 st zmeny medzi modelmi znacné.
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3.3 IMPLEMENTACIA LQG S INTEGRALNYM CLENOM NA REALNY SYSTEM

— — — - Referencia

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t [s]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

u [V]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t [s]

Obr. 1: Implementéicia LQG s integralnym ¢lenom na realny systém, y - vystup,
z - externd porucha, u - vstup (prevzaté z [24]).
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4 RIADENIE V KLZAVOM REZIME (SMC)

4  Riadenie v kizavom reZime (SMC)

V nasledujiicej kapitole popiSeme riadenie v kizavom rezime, ktoré budeme
pouzivat na robustifikéciu zékonov riadenia. Riadenie v kizavom rezime (Sliding
Mode Control - SMC) je nelinedrna metéda riadenia, nejde o optimalnu metédu
riadenia, ale o robustni. Robustnost je vlastnost, ktora castokrat algoritmom
optimalneho riadenia chyba. Na dosiahnutie robustnosti sa potom vyberaja
suboptimalne riesenia alebo sa optimalne riadenie kombinuje s inymi metédami,
ktoré vnesii robustnost do systému, napriklad je teda mozné pouzit aj riadenie
v kizavom rezime. Kizavy rezim je Specidlny stav systému, v ktorom sa trajektorie
systému pohybuju ("kfiu") po vopred definovanom prepinacom povrchu. Riadenie
v kizavom rezime systému vnucuje dynamiku definovant prepinacim povrchom.
Systém v kizavom rezime sa sprdva invariantne vo& poruchdm a pripadnym
nepresnostiam modelu [25-30].

4.1 Integralny kizavy rezim (ISMC)

V autoreferate blizsie popiseme len riadenie v integralnom kizavom rezime.
Klasické riadenie v kizavom rezime sa skladé z dvoch fiz. Po zadiatku riadenia
nastava faza dosahovania prepinacieho povrchu, po jeho dosiahnuti nasleduje faza
samotného kizavého rezimu. Pocas faze dosahovania systém nie je invariantny
voci parametrickym a externym porucham, invariantnost ziska az po dosiahnuti
prepinacieho povrchu. Myslienkou integralneho kizavého rezimu je odstranit tito
fazu dosahovania a zacat riadenie priamo na prepinacom povrchu [25-27, 31].

Zéakon riadenia rozdelime na dve casti:

u(x,x*) = u"(x,x") + v(x) (4.1)

kde v je doplnkové kizavé riadenie, ktoré zabezpecuje kompenzaciu portich a systém
udrzuje na kizavom povrchu od zaciatku riadenia u* je vstup, ktory riadi regulac¢nii
odchylku do nuly.
Prepinacia funkcia s je zvycCajne zvolena ako linearne zobrazenie stavového
vektora x:
s=Sx+z (4.2)

jej ¢asova derivacia je v tvare:
$=Sx+1z (4.3)

kde S je matica definujuca tvar prepinacieho povrchu a z je integrdlna cast
prepinacej funkcie, ktord zabezpedi, ze stavové trajektorie systému zacinaju na
prepinacom povrchu.
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4.2 INTEGRALNY KLZAVY REZIM PRE SLEDOVANIE TRAJEKTORIE

Do (4.3) dosadime stavovy model:
% =a(x) +b(x)u (4.4)
so zakonom riadenia (4.1):
$ =S(a(x) + b(x)u" +b(x)v) + z (4.5)

Pozadujeme, aby sa systém od zaciatku riadenia vyskytoval na prepinacom
povrchu, ¢ize s = 0 a tiez $ = 0, preto zvolime:

z = —Sa(x) + b(x)u”* (4.6)

Po zintegrovani (4.6) dostaneme:

z = —S/O (a(x) + b(x)u*) dr (4.7)

Spétnym dosadenim do (4.2) ziskame prepinaciu funkciu pre integralny kizavy
rezim:

t
s — Sx — Sx(0) — / (a(x) + b(x)u*) dr (4.8)
0
kde ¢len Sx(0) je zaciatofnd podmienka systému, aby aj v za¢iatonom stave
platilo s(0) = 0.
4.2 Integralny kizavy reZim pre sledovanie trajektorie

Chceme vyjadrit riadenie v integralnom kizavom rezime aj pre pripad, ked
chceme sledovat referen¢ny signal s dynamikou. Definujeme stavova regulacnu
odchylku e:

e=x—-X" (4.9)

kde x je stavovy vektor a x* je referencny signal.
Vyjadrime ¢asovi derivaciu regulacnej odchylky:

é=a(x)+bx)u" —x* (4.10)

a vytvorime prepinaciu funkciu definovani pre regulacni odchylku:

s = Se — Se(0) — S/o (a(x) + b(x)u* —x*) dr (4.11)
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4.2 INTEGRALNY KLZAVY REZIM PRE SLEDOVANIE TRAJEKTORIE

Do (4.11) dosadime (4.9) a zintegrujeme referenény signdl x*:
¢
s = S(x —x*) — Se(0) — S/ (a(x) + b(x)u*) dr + Sx* (4.12)
0

Z (4.12) vidime, ze prepinacia funkcia nezavisi od referenéného signélu, ale len od
aktudlneho stavu systému:

s = Sx — Se(0) — S/o (a(x) + b(x)u*) dr (4.13)
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5 PREDIKTIVNE RIADENIE (MPC)

5 Prediktivne riadenie (MPC)

MPC je formou optimélneho riadenia. Cielom MPC je najst optimalny regu-
la¢ny pochod v urc¢itom casovom tseku. Dizka ¢asového tseku sa nazyva horizont
predikcie a dizka regula¢ného pochodu sa nazyva horizont riadenia. Proces riadenia
zacina meranim aktudlneho stavu systému. Z daného stavu optimalizacia vyge-
neruje regulaény pochod o dizke horizontu riadenia. Reakcia na tento regulacny
pochod je odsimulovand v predikeii, dizka jednej simuldcie je rovnd horizontu
predikcie. Pokial je vysledok uspokojivy prvy prvok regula¢ného pochodu je pou-
zity ako vstup do realneho systému. Nésledne sa cely proces posunie o periédu
vzorkovania a vykond sa znova. V tejto kapitole predstavime dve formy MPC,
ktorym sme venovali najvacsiu ¢ast vyskumu.

5.1 Tube-Based MPC

Tube-based MPC je robustnou formou robustného prediktivneho riadenia.
Pre priklad budeme vychadzat z modelu systému s neurcitostami d, tak ako bol
uvedeny v [32]:

x(t) = a(x(t)) + bu(t) + d(t) (5.1)

Systém (5.1) v sebe obsahuje neurcitosti na vstupoch a nelinearity vzhladom na
stavy.

Tube-based MPC pozostava z rozdelenia riadenia na spatnovidzobné robustné
riadenie, ktorého tlohou je udrzat stavy systém x v blizkosti nominalnych stavov
x*. A prediktivne riadenie, ktoré generuje nomindlne stavy systému [32-34].
Nominalne stavy systému x* si ziskané na zaklade riesenia optimaliza¢ného
problému v kratkom ¢asovom tseku pre nomindlny model [32]:

Xjop1 = ak(xg) + br(xp)uy (5.2)

Pre nominalny model definujeme optimaliza¢ny problém:

P-1 c—-1

m&n ,;J %XZTQ]CXZ + ,;J %uZTRkuZ + o(xp,up) (5.3a)
s. t. Xp1 = ag(xy) + br(xp)ug (5.3b)
u" el (5.3¢)
x"eX (5.3d)
X*P c Xp (5.36‘)
y ey (5.3f)
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5.2 OFFSET-FREE MPC

kde p(xp,u}) je termindlny clen. Vysledny zakon riadenia je zvycajne zvoleny
v tvare:

u(t) = u' () + v(x(t), x"(t)) (5.4)

kde v(x,x*) je doplnkové robustné riadenie, ktoré zabezpecuje, Ze systémové
trajektérie ostantt v okoli trajektorii nominalneho modelu, toto okolie sa nazyva
invariantnd mnozina (tube). Na obrazku 2 je zndzornena blokovd schéma Tube-
based MPC. V schéme veli¢iny s "*” oznac¢uji premenné nomindlneho systému, r je
referen¢ny signal. Cielom MPC je riadit nomindlny model na ziklade referen¢ného
signdlu r [32-34] ako nomindlny model mézeme zvolit linedrny systém:

X1 = A'x); + B uy, (5.5)

doplnkové riadenie potom kompenzuje aj nelinearity.

d
Tube-based MPC
Nominalne |u* Systém x
MPC Z
~
Nominalny

Model

Robustné |V
Riadenie

Obr. 2: Tube-based MPC blokova schéma

5.2 Offset-free MPC

Offset-free MPC je sibor algoritmov MPC, ktoré st schopné odstranit trvali
regula¢ni odchylku sp6sobent nepresnostami modelu a externymi poruchami.
MPC algoritmy st vo vSeobecnosti velmi zavislé od presnosti modelu a od ne-
modelovanych porich. V pripade nepresnosti medzi modelom a systémom alebo
nemeratelnych externych portch je nutné zvolit iny pristup ako klasické MPC.
Jedna z prvych met6d bolo dynamické maticové riadenie (DMC), ktoré vsak bolo
aplikovatelné len na stabilné otvorené regulacné obvody. Zéakladnou myslienkou
bolo vytvorit korekciu zalozend na rozdiele medzi nominalnym vystupom modelu
a vystupom systému. Pricom sa predpoklada, ze takato odchylka je konstantna
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5.2 OFFSET-FREE MPC

pocas celého horizontu predikcie. ZovSeobecnenie kombindcie MPC a modelovania
portuch, respektive pozorovatelov portch, bolo predmetom nésledného vyskumu,
ktorého vysledkom je offset-free MPC [35-40].

Mame model poruchy:

X = Axp—1 +Bug_1 +dx (5.6a)
v = Cxi + dy (5.6b)

kde dx je porucha stavov a d, je porucha na vystupe. Pozorovatel poruchy
mozeme ziskat z pozorovatela stavu.

V kroku predikcie budeme vychidzat z modelu bez porich, ktory pouzijeme
na odhad budiceho stavu systému X:

Xijh—1 = AXp_1jp—1 + Bug_1 (5.7)

Pocas kroku korekcie ziskame aj odhady portch:

dx = K(yx — CXpp—1) (5.8a)
Xp|k = Xp|k—1 + dx (5.8b)
Cly = Yi — C}A{Mk (580)

kde K je matica zosilnenia pozorovatela. Znova mézeme zvolit ¢asovo invariantny
Kalmanov filter, kde sa K vypocita pomocou:

K=PC'(CPC' +R¢)! (5.9)
Maticu kovariancie ziskame z Riccatiho rovnice:
P=APA" - APC'(CPC' +R;)"'CPA" + Qs (5.10)

Rozsirenim modelu (5.6) o pozorovatel poruchy nastane aj zmena vo formulacii
optimaliza¢ného problému. Kvadraticky optimaliza¢ny problém je teraz definovany
nasledovne:

P c-1
. 1 1
)glil}l J = 5 Ze,Ilek + 5 Z AungAuk (5.11&)
k=1 k=0
s.t. up = up_1+ Aug (5.11b)
Xipt+1 = Axy + Bug + dx (5.11c¢)
yi =Cxp+dy (5.11d)
e, =YyL—Tg (5.11e)
up > Ui (5.11f)
ur, < Upax (5.11g)
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6 TUBE-BASED OFFSET-FREE MPC S INTEGRALNYM KLZAVYM REZIMOM
(ISMC)

6 Tube-based offset-free MPC s integralnym
kizavym rezimom (ISMC)

Zoberieme zakon riadenia (4.1) z kapitoly 4.1:
u(x,x*) = u"(x,x") + v(x) (6.1)

z jeho struktiry vidime, ze je rovnaké ako pri tube-based MPC. Takato struktira
umoznuje navrhnut prvy clen u* ako MPC, ktoré bude zabezpecovat, aby systém
sledoval referen¢ny signal, pricom nepresnosti medzi modelom a systémom su
kompenzované druhym ¢lenom v. Druhy ¢len v navrhneme ako doplnkové riade-
nie na béze integralneho kizavého rezimu, jeho tlohou bude udrzat systém na
prepinacom povrchu. Definujeme v cez pravidlo dosiahnutia p:

v =p(s) (6.2)

kde s je prepinacia funkcia, v kapitole 4.2 sme ukézali, Ze okrem zaciatocnej
podmienky nezavisi na referenénom signali:

s = Sx — Se(0) — S/o (a(x) + b(x)u*) dr (6.3)

Nasim prispevkom do tedrie optimélneho riadenia je vytvorenie novej struktiry
prediktivneho riadenia, v ktorej sme skombinovali koncepty tube-based MPC
s offset-free MPC. Offset-free MPC dokaze odstranit trvald regula¢ni odchylku aj
za pritomnosti modelovych nepresnosti a externych portiich mé ale horsie tlmiace
vlastnosti pri harmonickych poruchach ako tube-based MPC s kizavym rezimom.

Riadenie v kizavom rezime sme zvolili ako doplnkovy zdkon riadenia v tube-
based MPC, lebo v idedlnom kizavom rezime sa systém sprava invariantne voci
parametrickym a externym porucham. Tato invariantnost je dosiahnuté, ze sys-
tému vnitime dynamiku, ktora je definovand prepinacim povrchom. Pri vhodne
definovanom prepinacom povrchu vieme dosiahnut konvergenciu systému k no-
mindlnemu modelu. Riadenie v kizavom rezime sa skladé z fazy dosahovania
prepinacieho povrchu a z fizy samotného kizavého rezimu, v ktorom sa systém
pohybuje po prepinacom povrchu. Pocas fazy dosahovania avsak systém nie in-
variantny voci porucham tuto fazu je, ale mozné odstranit zvolenim Struktiary
s integralnym kizavjrm rezimom. Kizavy rezim sme vSak nahradili kvézi—kizavym
rezimom, aby sme sa vyhli vzniku chattering-u.
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6.1 IMPLEMENTACIA TUBE-BASED OFFSET-FREE MPC s ISMC

Navrhnuty zdkon riadenia ma tvar:

u(x,x*) = u*(x,x") — atanh <§) —ks (6.4a)
s— Sx— Se(0)— S / (a(x) + b(x)u") dr (6.4b)
0

[kde u*(x,x*) je offset-free MPC. Na obrazku 3 je zobrazend blokova schéma
navrhnutého zakona riadenia.

d
Tube-Based Offset-Free MPC
e | Offset-Free |u° MY P y
MPC &/ Systém

fa._ o :

Pozorovatel
Poruchy

AN
Nominalny
Model

v
ISMC _—

—

Obr. 3: Blokova schéma tube-based offset-free MPC s ISMC

6.1 Implementacia tube-based offset-free MPC s ISMC

Riadenie otestujeme na modeli motorceka z kapitoly 3.3. Predpokladame, ze
systém v stavovej reprezentacii:

x =Ax+ Bu (6.5)
je opisany nasledujicimi maticami:
0 1 0
A= [—1,5 —2,5} ,» B= M , C=[1 0] (6.6)
Systém sme ale identifikovali s nepresnostami:
._[o 1 ._Jo .
A= [1,2 2,9]’ B = {1,8]’ C =[1 0] (6.7)
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6.1 IMPLEMENTACIA TUBE-BASED OFFSET-FREE MPC s ISMC

Stcasne tento model (6.7) budeme pouzivat aj ako nomindlny model, pretoze
v tomto experimente predstavuje najlepsi odhad systému (6.5). Vidime jasnd
nezhodu medzi "skutoénym'systémom (6.6) a jeho modelom (6.7). V Case t =58
a t = 10s navyse zavedieme do systému konstantni a harmonickta poruchu na
vstup, v uvedenom poradi:

d=9(t—5)y +9(t —10)Asin(wt), A=1s"2 w=4s""' ~=1s2 (6.8)

kde ¢ je Heavisideova funkcia.

Riadenie navrhneme pre horizont predikcie P = 50 a horizont riadenia C' =5,
s periédou vzorkovania simuldcie At = 0,01s a periédou vzorkovania riadenia
At = 0,05s, vstup je obmedzeny v intervale u € (—5,5). Vahové matice pre MPC
zvolime v tvare:

Q= [100], R=[1 (6.9)

Parametre SMC v tube-based MPC a ISMC v tube-based offset-free MPC zvolené
nasledovne:

S=[10 1], a=10, ¢=1, k=1 (6.10)
Predpokladdme spojité pravidlo dosiahnutie v tvare:
p = —atanh (i) —ks (6.11)
¥

kde prepinacia funkcia je podla (6.4a). Kovarianéné matice pre Kalmanov filter
sme zvolili na tieto hodnoty:

001 0 6,1486 - 1076 2,4594 .10~
Pe = [ 0 0,01} o Q= [2,4594- 10~ 9,8377- 10—3} » Re = [0,0001]
(6.12)
Na obrazku 4 mézeme vidiet vykresleny priebeh riadenia pre vsetky tri me-
tédy. Z hladiska vyhodnotenia je zaujimavejsie priblizenie a absolitna hodnota
regulacnej odchylky, ktoré sme zobrazili na obrazku 5. Tu vidime rozdiely medzi
jednotlivymi metédami. Tym, ze model je nepresny a navysSe na vstup posobi
konstantna porucha tube-based MPC (a)) nedokéZe tiplne odstranit trvald regu-
laéni odchylku. Avsak tube-based MPC ma4 lepsie tlmiace vlastnosti harmonickej
poruchy pri porovnani s offset-free MPC (b)). Offset-free MPC vSak odstrénilo
trvali regula¢ni odchylku sp6sobent nepresnostami modelu a konstantnou poru-
chou. Naga navrhnutd metéda tube-based offset-free MPC s ISMC (c)) dokédzala
skombinovat vlastnosti obidvoch metéd, odstranila trvali regulaé¢ni odchylku
a zaroven zlepsila aj tlmiace vlastnosti. M6zeme tvrdit, ze z porovnanych metéd
ma najlepsie vlastnosti.
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Obr. 4: Porovnanie a) tube-based MPC, b) offset-free MPC, ¢) tube-based offset-

free MPC s ISMC.
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a) tube-based MPC, b) offset-free MPC, c¢) tube-based offset-free MPC
s ISMC.

Odmerali sme ¢as vypoctu jednotlivych metéd MPC a porovnali s dobou
vypoctu Python modulu cvxopt. Dany modul sme vybrali preto lebo tiez pouziva
metddu vniutorného bodu primérnej dualnej pripustnosti, rovnako ako implemen-
tovany algoritmus 1. Chceli sme ukazat, ze vlastnou implementaciou na konkrétne
optimalizacné problémy dokazeme redukovat vypoctovy cas. Zrychlenie vypoctov
je spOsobené lepsou alokaciou zdrojov v optimaliza¢nych algoritmoch a konkreti-
zovaniu na optimalizaciu zakonov riadenia. Jednotlivé merania sme vykreslili na
obrazkoch 6-11. Z merani konstatujeme, ze nasa implementécia znizila vypoctovy
¢as. Casy vypoctu pre cvxopt sa pohybuji radovo v desiatkach milisekiind. Preto
jeho pouzitelnost pri periéde vzorkovania At = 50 ms zac¢ina byt otdzna. Na druhia
stranu n&as algoritmus mé priemerné ¢asy okolo 5ms, ¢o je priblizne styrikrat
lepsie oproti cvxopt, v najhorsich pripadoch sa ¢asy pohybuji okolo 10 ms, ¢o
je priblizne dvakrat rychlejsie ako cvxopt. Navrhnuté riadenie prindsa slubné
simulac¢né vysledky. Znizenie casu vypoctu nasou implementovanou metédou moze
byt rozhodujtice pri implementacii na redlny systém.
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Obr. 6: Tube-based MPC s implemen- Obr. 7: Tube-based MPC s Python
tovanou numerickou metédou modulom cvxopt.
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ZAVER

Zaver

V préci sme spracovali prehlad optimaliza¢nych metéd a algoritmov optimal-
neho riadenia. Z teoretickych zakladov sme sa venovali nutnym podmienkam
optimality a Hamiltonovej-Jacobiho-Bellmanovej rovnici. Nasledne sme sa zame-
rali na numerické optimalizacné metédy, predovsetkym metédu vntatorného bodu,
ktora sa ukézala ako vyhodnda pre pouzitie v prediktivnom riadeni.

Analyzovali sme Kalmanov filter ako optimélny estimator stavov systému,
ktory sme pouzivali ako pozorovatel stavov systému a pozorovatel porich. V oblasti
optimalneho riadenia sme sa venovali LQR reguldtorom a ich implementaciam
vratane doplnenia o pozorovatel stavu a integra¢ny ¢len, ¢o umoznilo aplikaciu
na realny systém.

Pre zvysSenie robustnosti sme navrhli kombinéaciu optimélneho riadenia s ria-
denim v kizavom rezime. Tato kombinécia bola pouzitd v tube-based MPC
a preukazala dobré vysledky v simulacidch aj v redlnych aplikaciach.

Zaverom sme sa sustredili na prediktivne riadenie s dérazom na jeho robustné
varianty, konkrétne tube-based MPC a offset-free MPC. Hlavnym prinosom prace
je navrh metédy, ktord kombinuje tube-based a offset-free MPC s doplnkovym
riadenim v integralnom kizavom rezime. Této metéda odstranila nedostatky
jednotlivych pristupov a dosiahla vysokd presnost a robustnost.

Vyznamnym praktickym prinosom prace je aj implementécia vlastného nume-
rického algoritmu optimalizacie zalozeného na metéde vnitorného bodu. V po-
rovnani s existujicimi externymi Python modulmi dosiahla nasa implementacia
vyrazne kratsi vypoctovy Cas, najméa pri dlhsich horizontoch predikcie. Tento
rozdiel pripisujeme lepsej alokécii zdrojov v nasom algoritme. Rychlost riesenia
je kIucovym faktorom pri pouziti MPC v redlnom case, a preto nase rieSenie
predstavuje dolezity krok smerom k praktickej nasaditelnosti navrhnutej metody.
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