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Abstrakt

Dizertačná práca sa zaoberá návrhom a overením pokročilých metód modelovania
a riadenia jazdnej dynamiky elektrických vozidiel s pohonom všetkých kolies
využívajúceho riadenie stáčavého momentu metódou torque vectoring. Hlavný
prínos práce je návrh a validácia nelineárneho prediktívneho regulátora a ná-
vrh postupu jeho implementácie a simulačného overenia. Pre potreby návrhu
riadenia bol taktiež odvodený nelineárny matematický model jazdnej dynamiky.
Model bol prispôsobený požiadavkám nelineárneho prediktívneho riadenia a
jeho správnosť bola overená v simulačnom prostredí IPG CarMaker na základe
parametrov pretekárskeho vozidla tímu STUBA Green Team. Riadiaci algoritmus
bol implementovaný s využitím open-source nástroja MATMPC a integrovaný
do prostredia MATLAB/Simulink. Dosiahnuté výsledky preukázali schopnosť
navrhnutého algoritmu reagovať na zmenu jazdných podmienok prostredníctvom
optimálneho prerozdeľovania hnacích momentov jednotlivých elektromotorov pri
rešpektovaní fyzikálnych obmedzení systému. Súčasťou práce je tiež vytvorená
metodika implementácie algoritmu MATMPC do prostredia MATLAB/Simulink.
Kľúčové slová: jazdná dynamika, matematické modelovanie, torque vectoring,
nelineárne prediktívne riadenie, MATMPC
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Úvod

Rozvoj elektromobility v posledných desaťročiach priniesol zásadný pokrok nielen
v oblasti akumulátorov a výkonovej elektroniky, ale tiež v samotnom usporiadaní
elektrického pohonu vozidiel. Usporiadanie alebo koncepcia pohonu predstavuje
základný konštrukčný rámec ovplyvňujúci vlastnosti elektrického vozidla, definuje
spôsob generovania a distribúcie krútiaceho momentu na kolesá a predovšetkým
určuje počet a umiestnenie elektromotorov, spôsob ich mechanického prepojenia s
kolesami a úroveň decentralizácie pohonného systému.
Prvé moderné elektromobily, ktoré sa začali objavovať koncom 20. storočia, vy-
užívali prevažne koncepciu s jedným elektromotorom. Tento motor bol spravidla
umiestnený na jednej z náprav a prostredníctvom mechanického diferenciálu
zabezpečoval rozdelenie krútiaceho momentu medzi ľavé a pravé koleso. Prvým
sériovo vyrábaným zástupcom tejto koncepcie bol elektromobil General Motors
EV1, ktorý bol uvedený na trh v roku 1996. V nasledujúcich rokoch boli na trh
uvedené elektrické vozidlá od značiek ako Peugeot, Citroën, Toyota, Honda, Ford
či Nissan. Koncepcia s jedným elektromotorom pritom priamo vychádzala z už
existujúcich platforiem so spaľovacím motorom a bola zvolená predovšetkým z
dôvodu jednoduchosti implementácie a nízkych výrobných nákladov. Z hľadiska
riadenia však tento prístup prinášal výrazné obmedzenia, keďže rozdelenie mo-
mentu medzi kolesá bolo pevne dané mechanickým diferenciálom. Akékoľvek
riadenie jazdnej dynamiky bolo v tomto prípade možné realizovať len nepriamo. Aj
napriek tomu prvé takéto systémy sa začali objavovať už počas 90. rokov minulého
storočia a fungovali na princípe riadenia natočenia zadných kolies, čím prispievali
k zlepšeniu riaditeľnosti a stability vozidla. Ďalším systémom, ktorý v roku 1995
vyvinula spoločnosť Bosch, je Elektronický Stabilizačný Program (ESP), ktorý
cieleným pribrzďovaním jednotlivých kolies dopomáha vodičovi lepšie zvládať
kritické situácie, v ktorých by sa vozidlo mohlo stať neovládateľným.
S narastajúcimi požiadavkami na výkon vozidiel sa následne začala implementovať
koncepcia s dvomi elektromotormi, kde každý motor poháňa jednu nápravu. V
tomto prípade neexistuje mechanické prepojenie medzi prednou a zadnou nápravou
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a rozdelenie hnacieho momentu je realizované plne elektronicky. Prvým sériovo
vyrábaným vozidlom sa stalo Tesla Model S Dual Motor, uvedeným na trh v roku
2014. V nasledujúcich rokoch sa vývoj posunul ešte ďalej a začali vznikať prvé pro-
totypy ako Rimac Concept One, ktorý bol osadený štyrmi elektromotormi, každý
pre jedno koleso. Táto decentralizácia pohonu umožnila vznik nového riadiaceho
prístupu, ktorý výrazne rozšíril možnosti riadenia trakcie. Rozdielnymi momentmi
generovanými elektromotormi je totiž možné vytvárať stáčavý účinok vozidla,
ktorý môže vodičovi dopomôcť k jazde žiadanou trajektóriou. Z pohľadu teórie
riadenia ide o významný posun, keďže systém disponuje viacerými nezávislými
riadiacimi vstupmi, ktoré možno koordinovať pomocou rôznych riadiacich algorit-
mov. Riadiaci systém môže v reálnom čase vektorovať, čiže prispôsobovať moment
na jednotlivých kolesách v závislosti od adhéznych podmienok, jazdného stavu
a požiadaviek vodiča, a tak aktívne ovplyvňovať pozdĺžnu aj priečnu dynamiku
vozidla. Vektorovanie momentu (z ang. torque vectoring) tak predstavuje ďalší
krok vo vývoji elektromobility a vytvára priestor pre aplikáciu pokročilých metód
riadenia s cieľom zlepšiť stabilitu, ovládateľnosť a jazdnú dynamiku vozidla.
Predložená dizertačná práca nadväzuje na diplomovú prácu autora [1], v ktorej
bol spracovaný prehľad základných princípov jazdnej dynamiky vozidiel, jej
matematického modelovania a existujúcich metód jej riadenia. V dizertačnej
práci sú získané poznatky ďalej systematicky rozšírené a využité pri návrhu
pokročilých algoritmov riadenia vhodných pre reálne aplikácie. Hlavným cieľom
dizertačnej práce je návrh a overenie pokročilých metód modelovania a riadenia
jazdnej dynamiky elektrického vozidla s pohonom všetkých kolies na báze riadenia
stáčavého momentu metódou torque vectoring.
Dizertačná práca pozostáva z piatich kapitol, úvodu a záveru. V prvej kapitole
je prehľad súčasného stavu problematiky riadenia jazdnej dynamiky vozidla
a trendov v metódach jej riadenia. Druhá kapitola sa zaoberá matematickým
modelovaním jazdnej dynamiky vozidla so simulačným overením odvodeného
matematického modelu. V tretej kapitole je formulovaná úloha riadenia jazdnej
dynamiky vozidla, ktorej riešenie bude realizované s využitím prediktívneho
riadenia (Model Predictive Control, MPC), ktorého princíp je opísaný vo štvrtej
kapitole. Ťažiskom práce je piata kapitola venovaná návrhu prediktívneho riadenia
jazdnej dynamiky pretekárskeho vozidla s pohonom všetkých kolies a jeho
simulačnému overeniu.
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1 Prehľad súčasného stavu riešenej problematiky

Jazdná dynamika vozidla sa zaoberá pohybom vozidla a jeho odozvou na vstupy
od vodiča. Zaoberá sa taktiež silami, ktoré pri jeho pohybe vznikajú, pričom na ich
interpretáciu využíva fyzikálne a prírodné zákony. Ide o súbor jazdných vlastností
ovplyvňujúcich stabilitu, ovládateľnosť, bezpečnosť a komfort vozidla v rôznych
jazdných situáciách. Riadenie jazdnej dynamiky dokáže zlepšovať jazdné vlastnosti
a správanie vozidiel predovšetkým v zložitých prevádzkových situáciách. Použitie
mechatronických systémov v automobiloch vedie k uvoľneniu kapacít vodiča na
obsluhu vozidla a pozorovanie aktuálnej dopravnej situácie, čo výrazne prispieva
k zvyšovaniu bezpečnosti na cestách.

1.1 Riadenie jazdnej dynamiky
Zlepšenie jazdnej dynamiky je možné dosiahnuť rôznymi metódami, v závislosti
od požadovaných dynamických vlastností vozidla. V dostupnej literatúre [2–
6] sa najčastejšie pri riadení pohybu vozidla využíva riadenie rýchlosti jeho
otáčania okolo jeho zvislej osi, čiže riadenia jeho stáčavej rýchlosti ¤𝜓, pričom
kľúčovým aspektom je zabezpečenie smerovej stability vozidla. Pri prekročení
limitu adhézie totiž môže dôjsť k pretáčavému alebo nedotáčavému správaniu
[7]. Ďalšou používanou metódou je riadenie uhla bočného sklzu vozidla 𝛽,
ktorý poskytuje informáciu o natočení vozidla voči smeru jeho pohybu. Riadiaci
algoritmus však musí byť navrhnutý tak, aby potláčal vznik neželanej pretáčavosti
a dokázal zabezpečiť robustnosť aj pri zmenách prevádzkových podmienok.
Vo všeobecnosti k ovplyvňovaniu jazdnej dynamiky dochádza, ak na vozidlo
pôsobí stáčavý moment 𝑀𝑍 . Riadiace metódy možno preto na základe toho akým
spôsobom je tento moment generovaný klasifikovať do troch kategórii podľa obr. 1.
Pri priamych metódach riadenia stáčavej rýchlosti (Direct yaw control) sa korekčný
stáčavý moment vytvára priamo, prostredníctvom rozdielu v brzdených, alebo
trakčných silách pneumatík s cieľom zachovať stabilitu vozidla. Nepriame metódy
riadenia stáčavej rýchlosti (Indirect yaw control) sú založené na úprave určitého
parametru vozidla, ktorý následne ovplyvňuje jeho stáčavú dynamiku [8–10].
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Riadenie stáčavej rýchlosti

Nepriame
metódy
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Obrázok 1: Metódy riadenia stáčavej rýchlosti.

Integrované metódy vyžívajú viacero subsystémov súčasne, napríklad brzdy,
riadenie a odpruženie, s cieľom dosiahnuť vyváženú a optimalizovanú odozvu z
hľadiska stability a ovládateľnosti vozidla [11–15].

Riadenie stáčavého momentu natočením kolies
Cieľom takéhoto riadenia je zvýšenie manévrovateľnosti vozidla pri nízkych
rýchlostiach, napríklad pri parkovaní, a zároveň zlepšenie stability a jazdných
vlastností pri vyšších rýchlostiach. Prvé riešenia tohto typu sa začali objavovať
v 90-tych rokoch minulého storočia a boli založené na zmene uhla natočenia
zadných kolies. Pokročilejším riešením je systém riadenia všetkých štyroch kolies,
ktorý pozitívne vplýva na stabilitu a manévrovateľnosť (aplikuje sa nesúhlasný
smer natočenia predných a zadných kolies) vozidla, zmenšením alebo zväčšením
jeho polomeru zatáčania. Typický priebeh natočenia zadných kolies od rýchlosti
vozidla je zobrazený na obr. 2.

Natočenie kolies [°]

Nesúhlasné

Súhlasné

Rýchlosť vozidla [km/h]

60 

Manévrovateľnosť Stabilita

3,5

0

Obrázok 2: Závislosť uhla natočenia zadných kolies od rýchlosti vozidla.

V súčasnosti existuje viacero systémov riadenia vozidla natočením všetkých štyroch
kolies (4WS – Four Wheel Steering), ktoré sú popísané v [16–20].
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Riadenie stáčavého momentu rozdielom v brzdných silách
Systém založený na princípe priameho riadenia stáčavého momentu vozidla
rozdielom v brzdných silách je najrozšírenejším systémom v súčasných vozidlách.
Ide o elektronický stabilizačný systém ESP, najčastejšie používaný v automobiloch
s konvenčným pohonom. Princíp fungovania systému ESP je znázornený na obr.
3. Aplikovaním vhodného brzdného zásahu vznikne stáčavý moment okolo zvislej
osi vozidla, zmenší sa stáčavá rýchlosť a obmedzí sa nárast uhla smerovej odchýlky
vozidla, čím sa docieli, že vozidlo bude lepšie sledovať žiadanú trajektóriu, ktorá
bola zadaná natočením volantu [7, 21].

Nedotáčavosť

Stáčavý moment MZ

Brzdná sila

Žiadané zatáčanie

Obrázok 3: Riadenie stáčavého momentu rozdielom v brzdných silách.

Podrobnejšie opísané princípy fungovania ako aj modelovanie a riadenie takéhoto
systému je vo veľkom množstve dostupných publikácií, napr. [22–27].

Riadenie stáčavého momentu rozdielom v trakčných silách
Ide o metódu priameho riadenia stáčavej rýchlosti, pri ktorej je požadovaný stáčavý
moment generovaný vhodným prerozdelením hnacieho momentu motora medzi
jednotlivé kolesá. Riadiaci systém môže v reálnom čase vektorovať (z ang. torque
vectoring - TV), čiže prispôsobovať moment na jednotlivých kolesách, a tak aktívne
vytvárať rozdiel vo veľkostiach pozdĺžnych síl na ľavej a pravej strane vozidla, čo
sa následne prejaví ako stáčavý moment. Takto je možné riadiť stáčavú rýchlosť a
potlačiť nedotáčavé alebo pretáčavé správanie vozidla, čo pozitívne prispieva k
presnejšiemu sledovaniu požadovanej trajektórie [28, 29].
Rozhodujúcim faktorom pre implementáciu torque vectoringu je nutnosť individu-
álne riadiť privádzaný krútiaci moment na úrovni jednotlivých kolies. Správnym
riadením veľkosti krútiacich momentov elektromotorov je totiž možné priamo
dosiahnuť optimálny stáčavý moment bez nutnosti pridania zložitých mechanizmov
ako je tomu pri konvenčných pohonoch so spaľovacím motorom.
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Nedotáčavosť

Stáčavý moment MZ

Žiadané zatáčanie

Obrázok 4: Riadenie stáčavého momentu elektromotormi.

V dostupnej literatúre sa môžeme stretnúť s viacerými metódami torque vectoringu,
ktoré môžu byť založené na klasickom PID riadení [30], fuzzy logike [31],
doprednej a spätnej väzbe [32], robustnom riadení [33], prediktívnom riadení [34],
alebo ich kombináciách [35].

1.2 Metódy a algoritmy riadenia jazdnej dynamiky
elektrických vozidiel s pohonom všetkých kolies

Ako bolo načrtnuté v predchádzajúcej kapitole, na riadenie jazdnej dynamiky
elektrických vozidiel s pohonom všetkých kolies je potrebné požadovaný stáčavý
moment generovať vhodným prispôsobením krútiacich momentov elektromotorov.

Torque vectoring

Model vozidla

Regulátor nižšej úrovne

Regulátor vyššej úrovne

Generátor referencie

I. vrstva

II. vrstva

X

τi,j

MZ

Xref

TTOT

Obrázok 5: Principiálna schéma torque vectoring systémov.
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Úlohou riadiaceho systému je zabezpečiť stabilné, bezpečné a predvídateľné
správanie vozidla v rôznych jazdných situáciách. Efektívna koordinácia viace-
rých akčných členov v elektrických vozidlách si preto vyžaduje komplexnejšie
štruktúrovaný prístup. Preto sa riadiace algoritmy často implementujú pomocou
hierarchických, čiže viac vrstvových riadiacich architektúr ako je znázornené na
obr. 5. Podľa prehľadovej štúdie [36] typická hierarchická riadiaca štruktúra torque
vectoringu zvyčajne zahŕňa regulátor vyššej úrovne, ktorý určuje požadované
dynamické správanie vozidla, a regulátor nižšej úrovne (alokátor momentu), ktorý
požiadavku z vyššej úrovne prerozdeľuje medzi jednotlivé kolesá pri zohľadnení
fyzikálnych obmedzení akčných členov. Pri návrhu takéhoto riadenia je však nutné
vziať v úvahu oneskorenia vznikajúce pri vykonávaní výpočtov v jednotlivých
úrovniach.

1.2.1 Generátor referencie
Cieľom generátora referencie je definovať žiadané dynamické správanie vozidla
na základe relevantných vstupov, ako je uhol natočenia volantu a rýchlosť vozidla.
Generátor referencie potom vypočíta žiadanú hodnotu hlavnej regulačnej veličiny,
ktorou najčastejšie môže byť stáčavá rýchlosť ¤𝜓 alebo uhol bočného sklzu vozidla
𝛽, tak aby sa dosiahlo optimálne správanie vozidla, napríklad zvýšená stabilita
počas prejazdu zákrutou. Tieto referenčné hodnoty sú potom vstupom pre regulátor
vyššej úrovne, ktorý zabezpečuje, aby vozidlo sledovalo požadované správanie
(pretáčavosť, nedotáčavosť) alebo spĺňalo špecifické požiadavky na jazdné vlastnosti.
V pokročilejších systémoch môže generátor referencie prispôsobovať svoje výpočty
aktuálnemu stavu vozidla. Môže napríklad upravovať niektoré parametre vstupujúce
do výpočtu tak, aby bolo možné dosiahnuť presnejšie riadenie v rôznych jazdných
scenároch, napríklad v športovom alebo úspornom režime.
Pri systémoch kde je hlavnou regulačnou veličinou stáčavá rýchlosť ¤𝜓, je najjedno-
duchší spôsob výpočtu referenčnej stáčavej rýchlosti ¤𝜓𝑟𝑒 𝑓 založený na linearizácii
pohybových rovníc jednostopového modelu vozidla [36]. Tento prístup vedie k
vyjadreniu referenčnej stáčavej rýchlosti ako lineárnej funkcie uhla natočenia
kolies 𝛿:

¤𝜓𝑟𝑒 𝑓 =
𝑣𝑥

𝐿 + 𝐾𝑢𝑣
2
𝑥

· 𝛿 (1)

kde:
• ¤𝜓𝑟𝑒 𝑓 – referenčná stáčavá rýchlosť (rad s−1),
• 𝑣𝑥 – pozdĺžna rýchlosť vozidla (m s−1),
• 𝐿 – rázvor vozidla (m),
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• 𝐾𝑢 – koeficient nedotáčavosti (−),
• 𝛿 – uhol natočenia kolies (rad).

Koeficient nedotáčavosti 𝐾𝑢 vyjadruje aký charakter zatáčavosti (neutrálne, nedo-
táčavé, pretáčavé) bude mať dané vozidlo pri prejazde zákrutou a je definovaný
nasledovne:

𝐾𝑢 =
𝑚

𝐿2

(
𝑙𝑧

𝑘 𝑝
−
𝑙𝑝

𝑘𝑧

)
(2)

kde:
• 𝑚 predstavuje hmotnosť vozidla (kg),
• 𝑙𝑝 a 𝑙𝑧 sú vzdialenosti ťažiska vozidla od prednej a zadnej nápravy (m)
• 𝑘 𝑝 a 𝑘𝑧 predstavujú bočné tuhosti prednej a zadnej nápravy (N m−1).

Tento prístup potom umožňuje ovplyvňovať žiadané správanie vozidla v zákrute
prostredníctvom úpravy koeficientu nedotáčavosti, čo sa podľa rovnice (1) prejaví
vo veľkosti referenčnej stáčavej rýchlosti.

1.2.2 Regulátor vyššej úrovne
Úlohou regulátora vyššej úrovne je na základe vstupov od vodiča, stavov vozidla a
regulačnej odchýlky 𝑒 vypočítať požadovaný stáčavý moment 𝑀𝑍 pre optimálne
riadenie vozidla, pričom regulačná odchýlka je vypočítaná ako rozdiel referenčnej
a skutočnej hodnoty regulačnej veličiny (najčastejšie ¤𝜓 alebo 𝛽). Regulátor taktiež
určuje aj požiadavku na celkový hnací moment 𝑇𝑇𝑂𝑇 tak, že prevádza vstup z
plynového pedála na referenčný moment pre elektromotory, čím zabezpečuje
splnenie požiadavky na pozdĺžne zrýchlenie od vodiča. V odbornej literatúre
existuje množstvo prístupov, ktoré vychádzajú z klasických aj moderných teórií
riadenia, pričom väčšina regulátorov pracuje na princípe spätnoväzobného riadenia.
Prehľad riadiacich metód používaných pre návrh torque vectoringu je zobrazený
na obr. 6.

Torque vectoring metódy

Inteligentné 
metódy

Robustné 
riadenie 

Optimálne 
riadenie 

Klasické 
riadenie

Neurónové 
siete

Fuzzy
logika

LQR 
regulátor

PID 
regulátor

Kĺzavý 
režim

H∞
regulácia MPC NMPC

Obrázok 6: Prehľad riadiacich metód používaných pre návrh torque vectoringu.
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Medzi najjednoduchšie riadiace prístupy pre realizáciu torque vectoring systému
patria klasické lineárne regulátory ako je PID. Vo všeobecnosti majú PID regulátory
výhodu jednoduchej implementácie a ladenia. Okrem toho vykazujú robustnosť voči
vonkajším poruchám a šumu. Všeobecný vzťah pre výpočet žiadaného stáčavého
momentu pomocou PID regulátora je daný nasledovne:

𝑀𝑍 = 𝐾𝑃𝑒 + 𝐾𝐼

∫
𝑒𝑑𝑡 + 𝐾𝐷

𝑑

𝑑𝑡
𝑒 (3)

kde 𝐾𝑃 , 𝐾𝐼 , 𝐾𝐷 sú koeficienty regulátora a 𝑒 je regulačná odchýlka (najčastejšie
¤𝜓 alebo 𝛽).
V dostupnej literatúre sa PID regulátory používajú najmä kvôli nízkej výpočtovej
náročnosti a dostatočnej riadiacej výkonnosti. Najjednoduchší príklad je uvedený
v [40], kde je navrhnutý P regulátor založený na linearizovanom jednostopovom
modeli vozidla a hlavnou regulačnou veličinou je stáčavá rýchlosť.

Vodič

Torque vectoring

r
Kr

Kδ

τi,j

TTOT

VozidloRegulátor 
nižšej úrovne

MZ

Obrázok 7: Štruktúra riadiaceho systému podľa [40].

Na lepšie riadenie nelinearít a časovo premenlivých parametrov vozidla autori
v [41] navrhli pokročilú riadiacu stratégiu pozostávajúcu z dvoch riadiacich slučiek.
Štruktúra takéhoto riadiaceho systému je znázornená na obr. 8.

Generátor 
referencie

Torque vectoring TTOT

Ti,j τi,j Vozidlo
Regulátor 

nižšej 
úrovne

ASCPI

r

rREF er MZ, PI MZ r

Obrázok 8: Štruktúra riadiaceho systému podľa [41].
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Avšak takáto koncepcia je založená na postupnom spracovaní riadiacich úloh
v jednotlivých vrstvách, pričom vzájomné väzby medzi elektromotormi boli
zohľadňované iba nepriamo. S rastúcou komplexnosťou pohonov tento prístup
naráža na svoje obmedzenia, nakoľko viacmotorové koncepcie prirodzene vedú
k potrebe koordinovaného riadenia viacerých akčných členov naraz, čo už nie je
možné efektívne riešiť PID prístupmi. Vhodnejšie by preto bolo použitie metódy,
ktorá dokáže zaistiť správne riadenie aj pre MIMO systémy. Práve tu sa ponúka
vyžitie pokročilejších metód riadenia, ktoré sú založené na predikcii budúceho
správania systému a optimalizácii riadiacich zásahov.

1.2.3 Regulátor nižšej úrovne
Ako je znázornené na obr. 5 úlohou regulátora nižšej úrovne je riadiť rozdele-
nie krútiaceho momentu medzi jednotlivé kolesá tak, aby bol splnený celkový
požadovaný pozdĺžny účinok od vodiča 𝑇𝑇𝑂𝑇 a zároveň aj požadovaný stáčavý
moment 𝑀𝑍 definovaný regulátorom vyššej úrovne. Výstupom z regulátora sú
štyri krútiace momenty 𝜏𝑖, 𝑗 , ktoré reprezentujú požiadavku pre výkonové meniče
elektromotorov. Regulátor pri plnení tejto úlohy pritom musí zohľadniť aktuálne
adhézne obmedzenia prenosu hnacej sily na vozovkou, ktoré sú dané trením
pneumatiky o vozovku.
V literatúre je pre úlohu regulátora nízkej úrovne dostupných viacero prístupov, od
jednoduchých stratégií s pevným rozdelením až po optimalizačné metódy zamerané
na vyrovnávanie zaťaženia pneumatík alebo minimalizáciu spotreby energie.
Najjednoduchší variant použiteľný pre vozidlá s nezávislým pohonom dvoch kolies
spočíva v generovaní požadovaného stáčavého momentu rozdelením krútiaceho
momentu na hnacie kolesá s rovnakou veľkosťou a opačným znamienkom [42].
Tento prístup umožňuje realizáciu torque vectoringu bez dodatočnej spotreby
energie, keďže výkon spotrebovaný na jednej strane vozidla je rekuperovaný na
druhej strane.
Pokročilejšie riešenia sú založené na optimalizácii rozdelenia krútiaceho momentu
medzi jednotlivé kolesá. Možno rozlíšiť dva hlavné smery: prvý sa zameriava
na minimalizáciu nerovnomerného zaťaženia pneumatík, zatiaľ čo druhý kladie
dôraz na minimalizáciu spotreby energie pri zachovaní požadovaných jazdných
vlastností vozidla.

1.3 Súčasné trendy a smerovanie výskumu
Ako sme už načrtli v predchádzajúcej časti tejto kapitoly torque vectoring predsta-
vuje jednu z kľúčových technológií riadenia dynamiky moderných elektrických
vozidiel, pričom jeho hlavnou úlohou je generovanie korekčného momentu 𝑀𝑍

prostredníctvom riadeného rozdelenia hnacích alebo brzdných síl medzi jednotlivé
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kolesá. Riadiace algoritmy torque vectoring môžeme z hľadiska spôsobu návrhu
rozdeliť na dva typy:

• modelovo orientované metódy
• dátovo orientované metódy

Medzi tradičné modelovo orientované metódy patria regulátory ako PID, LQR,
MPC, či H∞, ktoré sú navrhnuté na základe zjednodušených modelov vozidla a ich
riadiaci výkon je výrazne ovplyvnený presnosťou modelu a neistotami ako sú zmeny
adhéznych podmienok alebo zmeny rozloženia hmotnosti. Tieto obmedzenia preto
prirodzene vedú k potrebe robustnejších a adaptívnejších prístupov. Súčasný
výskum v oblasti návrhu torque vectoring je preto zameraný na postupný odklon
od striktne modelovo založených prístupov smerom k dátovo riadeným metódam,
ktoré sú bez nutnosti poznania modelu a umožňujú efektívnejšie riešiť nelineárne a
časovo premenlivé parametre vozidla. Dominantnú úlohu v tomto kontexte zohráva
najmä umelá inteligencia a do popredia sa dostáva metóda posilňovacieho učenia
(z ang. reinforcement learning), ktorá predstavuje dátovo riadený prístup schopný
priamo optimalizovať riadiacu stratégiu na základe interakcie so systémom a učí
sa optimálne správanie prostredníctvom spätnej väzby vo forme odmeny, čiže
numerickej hodnoty, ktorá hovorí nakoľko bola vykonaná akcia vhodná.
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2 Modelovanie jazdnej dynamiky vozidla

Predpokladom dobre navrhnutého riadiaceho systému je formulácia kvalitného
matematického modelu. Matematický model predstavuje matematicky vyjadrený
opis reálneho systému, ktorý umožňuje analyzovať a predikovať jeho správanie pri
rôznych prevádzkových stavoch. Model prostredníctvom matematických vzťahov
vyjadruje väzby medzi jednotlivými veličinami a opis ich vzájomného pôsobenia.
Nevyhnutnosťou je tiež poznať reakcie systému na prichádzajúce akčné zásahy, až
potom je možné systém riadiť. Keďže ide o zjednodušenú reprezentáciu reálneho
objektu, model by mal čo najpresnejšie zachytávať jeho podstatné vlastnosti a
charakteristiky. Pohyb vozidla preto musí byt vyjadrený modelom zachytávajúcim
kinematiku aj dynamiku vozidla, vychádzajúc z fyzikálnych zákonov.
V oblasti jazdnej dynamiky sa matematické modely využívajú najmä na analýzu
síl pôsobiacich na vozidlo a opis jeho pohybu. Takýto opis je spravidla realizovaný
pomocou sústavy diferenciálnych pohybových rovníc. Avšak zvyšujúca sa zložitosť
modelovaných systémov a snaha o čo najvernejšie zachytenie reálneho správania
vozidla robia z tvorby simulačných modelov komplexnú a náročnú úlohu. Výsledky
numerických simulácii predstavujú iba aproximáciu skutočného systému, pričom
ich presnosť závisí najmä od kvality použitého matematického modelu a správnosti
zvolených parametrov. Z tohto dôvodu má správne odvodenie matematických
rovníc zásadný význam nielen z hľadiska hodnovernosti simulácie, ale aj z pohľadu
výpočtovej náročnosti a efektivity samotných výpočtov. Efektívne odvodenie
matematického modelu môže byť realizované dvomi fundamentálnymi prístupmi:

• Teoretické modelovanie – model je odvodený na základe fyzikálnych zákonov
a známych parametrov systému. Takto vytvorené modely často poskytujú
detailný opis vzájomných väzieb medzi jednotlivými veličinami a umožňujú
analytické skúmanie správania systému. Vzhľadom na zložitosť reálnych
systémov je však pri ich tvorbe často potrebné zavádzať zjednodušujúce
predpoklady a zanedbania.

• Experimentálne modelovanie – model vzniká identifikáciou systému na
základe experimentálne nameraných dát. Parametre modelu sú určované
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zo štatistického spracovania reálnych meraní pri rôznych prevádzkových
podmienkach. Takto získané modely bývajú spravidla jednoduchšie, avšak
ich vytvorenie vyžaduje rozsiahly súbor kvalitných experimentálnych dát.

Uvedené prístupy je tiež možné kombinovať a spájať ich výhody.
Táto práca sa bude ďalej zaoberať iba teoretickým modelovaním, pričom na
tieto účely je v dostupnej literatúre odvodených viacero typov matematických
modelov vozidla. Modely sa navzájom líšia najmä úrovňou detailu a zložitosťou
opisu dynamiky. Voľba konkrétneho modelu závisí od charakteru analyzovaného
problému a požadovanej presnosti výsledkov. V literatúre existuje viacero prístupov
k modelovaniu, od jednoduchých linearizovaných modelov až po komplexné
multi-telesové modely. Prehľad najčastejšie používaných matematických modelov
je uvedený v tab. 1, pričom podľa potrebného účelu sa najčastejšie využívajú
modely s jedným až siedmimi stupňami voľnosti, nakoľko dokážu dostatočne
zachytiť základné dynamické správanie vozidla pri zachovaní prijateľnej výpočtovej
náročnosti.

Tabuľka 1: Najčastejšie používané matematické modely vozidla

Typ modelu Počet DOF
Pozdĺžny model 1

Lineárny jednostopový model 2
Dynamický jednostopový model 3 – 5

Dvojstopový model 3 – 30
Komplexný multi-telesový model > 20

MKP model > 500
Hybridný model > 500

V nasledujúcich častiach tejto kapitoly budú podrobnejšie opísané dva základné
typy matematických modelov vozidla, ktoré patria v dostupných publikáciách
medzi najčastejšie používané modely pri návrhu riadenia jazdnej dynamiky.
Ide o jednostopový a dvojstopový matematický model, ktoré poskytujú vhodný
kompromis medzi výpočtovou náročnosťou a presnosťou opisu dynamiky vozidla.

2.1 Matematický model vozidla
Vozidlo predstavuje komplexnú mechanickú sústavu telies, pričom každé z nich
môže disponovať viacerými stupňami voľnosti. Keďže sa táto práca zaoberá
analýzou fyzikálnych dejov vznikajúcich pri pohybe vozidla, je nevyhnutné
jednoznačne zadefinovať v akej súradnicovej sústave budeme pracovať.
V tejto práci budeme uvažovať pravotočivú súradnicovú sústavu 𝑥, 𝑦, 𝑧 (obr. 9 -
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hore), ktorá je pevne spojená s vozidlom a jej počiatok sa nachádza v ťažisku
vozidla 𝑇 . Os 𝑥 predstavuje pozdĺžnu os, 𝑦 priečnu os a 𝑧 zvislú os vozidla.
Vzdialenosť ťažiska od prednej a zadnej nápravy je určená pozdĺžnymi súradnicami
𝑙𝑝 a 𝑙𝑧 . Vertikálna poloha ťažiska je určená výškou ℎ𝑇 (obr. 9 – v strede) od roviny
vozovky. V priečnom smere je poloha ťažiska definovaná súradnicami 𝑏𝑝 a 𝑏𝑙 ,
vzťahujúcimi sa k rozchodu kolies 𝐵 (obr. 9 - dole), pričom pri väčšine vozidiel je
možné predpokladať, že ťažisko leží v pozdĺžnej rovine symetrie vozidla [7].
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Obrázok 9: Súradnicový systém vozidla.

Veľký počet stupňov voľnosti (DOF) a s nimi súvisiacich pohybových rovníc
potrebných na opis mechanickej sústavy vozidla výrazne komplikuje analýzu
jeho jazdných vlastností. Z tohto dôvodu sa pri skúmaní dynamiky vozidla často
využívajú vhodné zjednodušenia, ktoré umožňujú samostatne analyzovať jednotlivé
čiastkové problémy a lepšie identifikovať podstatné dynamické javy. Preto pri
analýze jazdných vlastností budeme celé vozidlo zjednodušene považovať za tuhé
teleso, čím sa zanedbá vplyv vnútorných síl a stačí vyšetriť pôsobenie vonkajších
síl a momentov.
POZNÁMKA: Výnimky by tvorili situácie, kde je cieľom skúmať práve vzájomné
interakcie medzi prvkami vozidla, ako je napríklad pruženie, vtedy je samozrejme
nutné uvažovať aj vzájomné väzby medzi zavesením kolesa a karosériou.
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Vozidlo má v tomto prípade šesť stupňov voľnosti a každý stupeň voľnosti zodpovedá
pohybu, ktorý dokáže vozidlo vykonávať. Ide o translačné pohyby pozdĺž všetkých
troch osí a tak isto rotačné pohyby náklon, sklon a stáčanie (??). Translačné
pohyby vznikajú pôsobením vonkajších síl 𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 , 𝐹𝑧 na vozidlo, pričom tieto
sily nemusia pôsobiť priamo v ťažisku, ale aj v iných bodoch, napríklad v mieste
kontaktu pneumatiky s vozovkou. Pôsobenie síl mimo ťažiska následne vytvára
rotačné pohyby k jednotlivým osiam súradnicového systému a spôsobia vznik
momentov 𝑀𝑥 , 𝑀𝑦 , 𝑀𝑧 . Označenie síl a momentov podľa smeru ich pôsobenia je
uvedené v tab. 2 [43].

Tabuľka 2: Sily a momenty pôsobiace na vozidlo

Smer pôsobenia Sila Moment
𝑥 Pozdĺžna sila 𝐹𝑥 Moment náklonu 𝑀𝑥

𝑦 Priečna sila 𝐹𝑦 Moment sklonu 𝑀𝑦

𝑧 Zvislá sila 𝐹𝑧 Moment stáčania 𝑀𝑧

Pri tvorbe matematického modelu vozidla budeme ďalej uvažovať okrem zjedno-
dušenia, že vozidlo je tuhé teleso, aj ďalšie zjednodušenia:

• hmotnosť vozidla je sústredená v ťažisku vozidla,
• vozidlo sa pohybuje po rovinnom povrchu,
• pohyb vozidla je opísaný v rovine 𝑥-𝑦,
• zdvih, náklon a sklon vozidla sú zanedbané,
• uvažujú sa samostatne pozdĺžne a priečne sily na kolesách,
• uhly natočenia kolies sú relatívne malé,
• závlek pneumatiky a samonatáčací moment vznikajúci dôsledku bočného

sklzu pneumatiky sú zanedbané.
Pre odvodenie pohybových rovníc jednoduchého dynamického modelu budeme
uvažovať vozidlo pohybujúce sa rýchlosťou 𝑣 po kruhovej trajektórii s polomerom
𝑅 okolo skutočného stredu otáčania 𝑂𝑆 (obr. 10).
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Obrázok 10: Pohyb vozidla po kruhovej trajektórii.

V ťažisku vozidla v tomto prípade pôsobí viacero síl (obr. 11). Všimnime si, že
skutočný pohyb vozidla je v smere vektora rýchlosti 𝑣, avšak vozidlo je voči tomuto
smeru natočené o uhol smerovej odchýlky vozidla 𝛽. Toto vychýlenie je spôsobené
pôsobiacou odstredivou silou 𝐹𝑂, ktorá vzniká pri pohybe vozidla po kruhovej
trajektórii a vytvára bočné deformácie v pneumatikách. Účinky odstredivej sily
kompenzuje priečna sila 𝐹𝑦 , ktorá je súčtom bočných reakcii pneumatík. Keďže
ide o pohyb po kružnici, na zatočenie vozidla je potrebné aby naň pôsobil stáčavý
moment 𝑀𝑍 . Taktiež pre zachovanie pohybu vpred je potrebné aby na vozidlo v
pozdĺžnom smere pôsobila hnacia sila 𝐹𝑥 . Podľa 2. Newtonovho zákona potom
proti pohybu vozidla pôsobí zotrvačná sila 𝐹𝑍𝑂𝑇 , priamo úmerná hmotnosti
vozidla a pôsobiacemu zrýchleniu. Rovnako tomu je aj pri zatáčaní vozidla, kde
podľa druhej vety impulzovej proti otáčavému pohybu pôsobí zotrvačný moment
𝑀𝑍𝑂𝑇 .
Pre odvodenie pohybových rovníc začneme analýzou rovnováhy všetkých síl,
ktoré pôsobia na vozidlo pri prejazde zákrutou. Po zohľadnení zjednodušení
prezentovaných vyššie, vozidlu zostávajú tri stupne voľnosti pri nasledovných
pohyboch:

Pozdĺžny pohyb:
∑︁

𝐹𝑥𝑖 = 0

Priečny pohyb:
∑︁

𝐹𝑦𝑖 = 0 (4)

Stáčavý pohyb:
∑︁

𝑀𝑧𝑖 = 0
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Obrázok 11: Sústava síl pôsobiacich na vozidlo pri pohybe po kruhovej trajektórii.

Pre správne zohľadnenie smeru pôsobenia zotrvačnej 𝐹𝑍𝑂𝑇 a odstredivej sily 𝐹𝑂,
je potrebné tieto sily previesť do súradnej sústavy vozidla rozložením na zložky
pôsobiace v smere 𝑥 a 𝑦, podľa obr. 12:

v

Fx

Fy

T

FZOT sin β

FZOT cos β

FO sin β

FO cos β

FZOT

FO

Obrázok 12: Rozklad síl do súradnej sústavy vozidla.

Doplnením všetkých síl do rovnice (4) získame tvar:

𝐹𝑥 − 𝐹𝑍𝑂𝑇 cos 𝛽 + 𝐹𝑜 sin 𝛽 = 0
𝐹𝑦 − 𝐹𝑍𝑂𝑇 sin 𝛽 − 𝐹𝑜 cos 𝛽 = 0

𝑀𝑧 − 𝑀𝑍𝑂𝑇 = 0
(5)

Následne dosadíme všeobecné vzťahy za zotrvačnú silu 𝐹 = 𝑚 · 𝑎, odstredivú silu
𝐹 = 𝑚𝑣2

𝑅
a zotrvačný moment 𝑀 = 𝐼𝑍 · 𝜖 , pričom 𝐼𝑍 je moment zotrvačnosti a 𝜖

je uhlové zrýchlenie:

𝐹𝑥 − 𝑚𝑎 cos 𝛽 + 𝑚𝑣2

𝑅
sin 𝛽 = 0

𝐹𝑦 − 𝑚𝑎 sin 𝛽 − 𝑚𝑣2

𝑅
cos 𝛽 = 0

𝑀𝑧 − 𝐼𝑧 ¥𝜖 = 0

(6)
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Ďalej dosadíme všeobecný vzťah na výpočet obvodovej rýchlosti 𝑣 = 𝜔 · 𝑅, kde 𝜔
je uhlová rýchlosť otáčavého pohybu:

𝐹𝑥 − 𝑚𝑎 cos 𝛽 + 𝑚𝑣𝜔𝑅

𝑅
sin 𝛽 = 0

𝐹𝑦 − 𝑚𝑎 sin 𝛽 − 𝑚𝑣𝜔𝑅

𝑅
cos 𝛽 = 0

𝑀𝑧 − 𝐼𝑧 ¥𝜖 = 0

(7)

Všimnime si, že v rovniciach (7) teraz vznikli členy 𝑅
𝑅

, ktoré sa navzájom vykrátia.
Ďalej namiesto všeobecnej uhlovej rýchlosti 𝜔 dosadíme súčet pôsobiacej stáčavej
uhlovej rýchlostí ¤𝜓 a uhlovej rýchlosti smerovej odchýlky ¤𝛽 a namiesto všeobecného
uhlového zrýchlenia 𝜖 dosadíme pôsobiace stáčavé zrýchlenie ¥𝜓. Taktiež namiesto
zrýchlenia 𝑎 dosadíme ako substitúciu prvú deriváciu rýchlosti ¤𝑣:

𝐹𝑥 = 𝑚 ¤𝑣 cos 𝛽 − 𝑚𝑣
( ¤𝜓 + ¤𝛽

)
sin 𝛽

𝐹𝑦 = 𝑚 ¤𝑣 sin 𝛽 + 𝑚𝑣
( ¤𝜓 + ¤𝛽

)
cos 𝛽

𝑀𝑧 = 𝐼𝑧 ¥𝜓
(8)

Tým sme získali tzv. rovnice dynamiky. Ďalšími úpravami týchto rovníc získame
systém troch nelineárnych diferenciálnych rovníc, ktoré vyjadrujú stavový model
ťažiska vozidla:

¤𝛽 = − ¤𝜓 + 1
𝑚𝑣

(
𝐹𝑦 cos 𝛽 − 𝐹𝑥 sin 𝛽

)
¤𝑣 = 1

𝑚

(
𝐹𝑦 sin 𝛽 + 𝐹𝑥 cos 𝛽

)
¥𝜓 =

𝑀𝑧

𝐼𝑧

(9)

2.1.1 Jednostopový matematický model vozidla
Jednostopový model vozidla predstavuje zjednodušený matematický model použí-
vaný na opis priečnej dynamiky vozidla. Model vzniká zjednodušením reálneho
vozidla pohybujúceho sa rýchlosťou 𝑣 po kruhovej trajektórii s polomerom 𝑅

okolo skutočného stredu otáčania 𝑂𝑆 , kde ľavé a pravé kolesá každej nápravy sú
nahradené jedným ekvivalentným kolesom umiestneným v pozdĺžnej osi vozidla
(obr. 13). Predná aj zadná náprava sú teda zjednodušene reprezentované kolesami
uprostred, pričom uvažujeme, že predné koleso je natočené na uhol 𝛼𝑃 . Výsledný
model teda pozostáva z podvozku a dvoch kolies usporiadaných za sebou. Z tohto
dôvodu je model v literatúre často označovaný aj ako bicyklový model.
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Obrázok 13: Jednostopový model vozidla.

Aj keď je v skutočnosti reálne vozidlo dvojstopové, tj. nápravy pozostávajú z dvoch
kolies, použitie jednostopového modelu umožňuje výrazné zjednodušenie opisu
dynamiky vozidla pri zachovaní dostatočnej presnosti pre analýzu smerovej stability,
priečnej dynamiky alebo návrh systémov riadenia vozidla. Oproti detailnejším
modelom vozidla má nižšiu výpočtovú náročnosť, čo umožňuje jeho využitie aj
pri simuláciách v reálnom čase.
Základ matematického modelu jednostopového vozidla tvoria pohybové rovnice
(9) odvodené z rovnováhy síl a momentov pôsobiacich na vozidlo. Ako môžme
vidieť na obr. 14 pri jednostopovom modeli sú však do pohybových rovníc navyše
zahrnuté aj pozdĺžne a priečne sily kolies, ktorých orientácia závisí od uhla
natočenia kolesa 𝛿. Podobne ako v Kap. 2.1 aj v tomto prípade dochádza k rozdielu
medzi smerom natočenia kolesa a jeho skutočným pohybom, určeným vektorom
rýchlosti 𝑣. Toto vychýlenie je reprezentované uhlom smerovej odchýlky kolesa 𝛼 a
je opäť spôsobené pôsobiacou odstredivou silou, ktorá vytvára bočné deformácie v
pneumatikách. Účinky odstredivej sily následne zachytávajú bočné sily pneumatík
𝐹𝑦𝑃 a 𝐹𝑦𝑍 .
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Obrázok 14: Sily pôsobiace na jednostopový model vozidla.

Sily vznikajúce na kolesách tvoria dielče príspevky síl 𝐹𝑥 a 𝐹𝑦 a momentu 𝑀𝑧

z rovnice (9). Dosadením týchto zložiek získame výsledný tvar systému troch
nelineárnych diferenciálnych rovníc, ktoré vyjadrujú stavový model jednostopového
vozidla:

¤𝛽 = − ¤𝜓 + 1
𝑚𝑣

(
𝐹𝑥𝑃 sin (𝛿𝑃 − 𝛽) + 𝐹𝑦𝑃 cos (𝛿𝑃 − 𝛽) − 𝐹𝑥𝑍 sin 𝛽 + 𝐹𝑦𝑍 cos 𝛽

)
¤𝑣 = 1

𝑚

(
𝐹𝑥𝑃 cos (𝛿𝑃 − 𝛽) − 𝐹𝑦𝑃 sin (𝛿𝑃 − 𝛽) + 𝐹𝑥𝑍 cos 𝛽 + 𝐹𝑦𝑍 sin 𝛽

)
¥𝜓 =

1
𝐼𝑧

(
𝐹𝑥𝑃 sin 𝛿𝑃𝑙𝑝 + 𝐹𝑦𝑃 cos 𝛿𝑃𝑙𝑃 − 𝐹𝑦𝑍 𝑙𝑍

)
(10)

2.1.2 Dvojstopový matematický model vozidla
Dvojstopový model vozidla predstavuje rozšírený matematický model používaný
na detailnejší opis jazdnej dynamiky vozidla. Na rozdiel od jednostopového modelu
(obr. 13) kde sú ľavé a pravé kolesá nápravy nahradené jedným ekvivalentným
kolesom, dvojstopový model zachováva reálnu geometriu vozidla a každé koleso
je modelované samostatne. Výsledný model tak pozostáva z podvozku a štyroch
kolies, na ktorých vznikajú pozdĺžne a priečne sily. Výhodou takejto konfigurácie
je, že samostatné modelovanie jednotlivých kolies umožňuje presnejšie zachytiť
rozdiely medzi pravými a ľavými kolesami pri prejazde zákrutou, akcelerácii alebo
brzdení. Dvojstopový model preto poskytuje podstatne presnejší opis krútiacich
momentov pôsobiacich na ťažisko, vznikajúcich v dôsledku rozdielu síl medzi
jednotlivými kolesami. Táto vlastnosť modelu je preto kľúčová najmä pre návrh
systémov riadenia jazdnej dynamiky generovaním stáčavého momentu ako je
torque vectoring.
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Podobne ako pri jednostopovom modeli, aj v tomto prípade pri odvádzaní stavového
modelu budeme vychádzať z pohybových rovníc (9), ktoré rozšírime o pozdĺžne a
priečne sily vznikajúce na jednotlivých kolesách vozidla. Tým získame výsledný
tvar systému troch nelineárnych diferenciálnych rovníc, ktoré vyjadrujú stavový
model dvojstopového vozidla:

¤𝛽 = − ¤𝜓 + 1
𝑚𝑣

(
𝐹𝑥𝑃𝐿 sin (𝛿𝑃𝐿 − 𝛽) + 𝐹𝑦𝑃𝐿 cos (𝛿𝑃𝐿 − 𝛽)

+ 𝐹𝑥𝑃𝑃 sin (𝛿𝑃𝑃 − 𝛽) + 𝐹𝑦𝑃𝑃 cos (𝛿𝑃𝑃 − 𝛽)
+ 𝐹𝑥𝑍𝐿 sin (𝛿𝑍𝐿 − 𝛽) + 𝐹𝑦𝑍𝐿 cos (𝛿𝑍𝐿 − 𝛽)

+ 𝐹𝑥𝑍𝑃 sin (𝛿𝑍𝑃 − 𝛽) + 𝐹𝑦𝑍𝑃 cos (𝛿𝑍𝑃 − 𝛽)
)

¤𝑣 = 1
𝑚

(
𝐹𝑥𝑃𝐿 cos (𝛿𝑃𝐿 − 𝛽) − 𝐹𝑦𝑃𝐿 sin (𝛿𝑃𝐿 − 𝛽)

+ 𝐹𝑥𝑃𝑃 cos (𝛿𝑃𝑃 − 𝛽) − 𝐹𝑦𝑃𝑃 sin (𝛿𝑃𝑃 − 𝛽)
+ 𝐹𝑥𝑍𝐿 cos (𝛿𝑍𝐿 − 𝛽) − 𝐹𝑦𝑍𝐿 sin (𝛿𝑍𝐿 − 𝛽)

+ 𝐹𝑥𝑍𝑃 cos (𝛿𝑍𝑃 − 𝛽) − 𝐹𝑦𝑍𝑃 sin (𝛿𝑍𝑃 − 𝛽)
)

¥𝜓 =
1
𝐼𝑧

(
𝑙𝑝
[
𝐹𝑥𝑃𝐿 sin 𝛿𝑃𝐿 + 𝐹𝑦𝑃𝐿 cos 𝛿𝑃𝐿 + 𝐹𝑥𝑃𝑃 sin 𝛿𝑃𝑃 + 𝐹𝑦𝑃𝑃 cos 𝛿𝑃𝑃

]
− 𝑙𝑧

[
𝐹𝑥𝑍𝐿 sin 𝛿𝑍𝐿 + 𝐹𝑦𝑍𝐿 cos 𝛿𝑍𝐿 + 𝐹𝑥𝑍𝑃 sin 𝛿𝑍𝑃 + 𝐹𝑦𝑍𝑃 cos 𝛿𝑍𝑃

]
− 𝑏𝑙

[
𝐹𝑥𝑃𝐿 cos 𝛿𝑃𝐿 − 𝐹𝑦𝑃𝐿 sin 𝛿𝑃𝐿 + 𝐹𝑥𝑍𝐿 cos 𝛿𝑍𝐿 − 𝐹𝑦𝑍𝐿 sin 𝛿𝑍𝐿

]
+ 𝑏𝑝

[
𝐹𝑥𝑃𝑃 cos 𝛿𝑃𝑃 − 𝐹𝑦𝑃𝑃 sin 𝛿𝑃𝑃 + 𝐹𝑥𝑍𝑃 cos 𝛿𝑍𝑃 − 𝐹𝑦𝑍𝑃 sin 𝛿𝑍𝑃

] )
(11)

2.2 Validácia matematického modelu v simulačnom
prostredí

V tejto kapitole sú porovnané a vyhodnotené matematické modely uvedené v
prechádzajúcich kapitolách. Na verifikáciu matematického modelu sme model
implementovali do simulačného prostredia Matlab/Simulink. Simulačná schéma
modelu je zobrazená na obr. 15. Správnosť vytvoreného modelu vozidla bola
overená porovnaním s referenčným hi-fidelity modelom implementovaným v
profesionálnom simulačnom prostredí CarMaker od spoločnosti IPG Automotive.
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Obrázok 15: Schéma matematického modelu vozidla v prostredí MAT-
LAB/Simulink.

Validovaný model pozostáva okrem nelineárneho dvojstopového modelu vozidla
aj z modelu kolesa, modelu pneumatiky Magic Formula 5.2, výpočtu pozdĺžneho
sklzu pneumatiky 𝜅𝑖 𝑗 , uhla bočného sklzu pneumatiky 𝛼𝑖 𝑗 , výpočtu pozdĺžnych
a priečnych rýchlostí 𝑣𝑥𝑦,𝑖 𝑗 a vertikálneho zaťaženia jednotlivých kolies 𝐹𝑧,𝑖 𝑗 .
Odvodenie týchto modelov tu však pre zjednodušenie nebudeme uvádzať. Parametre
modelu boli zvolené tak, aby zodpovedali parametrom referenčného pretekárskeho
vozidla vyvíjaného slovenským formula študent teamom STUBA Green Team
(obr. 16).

Obrázok 16: Referenčné pretekárske vozidlo od STUBA Green Team [44].

Overenie odvodeného modelu vozidla bolo vykonané postupným overovaním
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jednotlivých blokov implementovaného matematického modelu. Keďže jednotlivé
časti modelu boli odvodené s využitím viacerých zjednodušení, bolo potrebné
overiť ich správnu funkciu pri rôznych prevádzkových stavoch vozidla. Na toto sme
zvolili kombináciu manévru akcelerácie z nulovej rýchlosti s následnou skokovou
zmenou uhla natočenia volantu na 45◦.
Na základe vykonanej validácie jednotlivých blokov implementovaného mate-
matického modelu možno konštatovať, že odvodený výpočtový reťazec kopíruje
referenčný model s vysokou presnosťou. Pozorované odchýlky môžu byť spôsobené
predovšetkým zjednodušeniami použitými pri tvorbe matematického modelu, ako
je zanedbanie odpruženia alebo ďalších dynamických javov. Výsledky overenia
modelu môžeme preto považovať za úspešné, čím sme si vytvorili kvalitný základ
na využitie odvodeného matematického modelu pri návrhu, ladení a následnom
overovaní algoritmu prediktívneho riadenia jazdnej dynamiky vozidla.
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3 Prediktívne riadenie

Prediktívne riadenie (Model Predictive Control, MPC) predstavuje jeden z najvýz-
namnejších prístupov riadenia, ktorý si od svojho úspešného nasadenia v priemysle
v 80. rokoch minulého storočia našiel uplatnenie v mnohých oblastiach. Počas
posledných desaťročí bolo MPC implementované v širokom spektre aplikácií,
medzi ktoré patria chemický priemysel, letectvo, energetika a v posledných rokoch
aj automobilový priemysel. Významný rozvoj tejto metódy bol umožnený najmä
vďaka neustále sa zvyšujúcemu výpočtovému výkonu riadiacich jednotiek a tiež
rozvoju optimalizačných algoritmov, ktoré umožnili riešenie stále zložitejších
riadiacich úloh v reálnom čase. Na rozdiel od konvenčných regulátorov, akými
sú napríklad PID regulátory, využívajú MPC regulátory na výpočet riadiaceho
zásahu explicitný matematický model riadeného systému, vďaka čomu dokáže efek-
tívne riadiť aj viacvstupové a viacvýstupové systémy (MIMO) a tiež zohľadňovať
fyzikálne alebo prevádzkové obmedzenia riadeného systému.
Základnou myšlienkou MPC je určenie sekvencie riadiacich vstupov v čase 𝑡0
tak, aby sa na horizonte predikcie [𝑡0, 𝑡 𝑓 ] minimalizovala účelová funkcia pri
splnení dynamických a prevádzkových obmedzení systému. Do riadeného systému
je aplikovaný iba prvý akčný zásah vypočítanej riadiacej sekvencie. Následne po
získaní nových meraní stavov systému 𝑥0 sa celý optimalizačný proces zopakuje
pre horizont predikcie posunutý o jeden krok. MPC tak predstavuje stratégiu
riadenia založenú na opakovanom riešení optimalizačnej úlohy v reálnom čase,
pričom sa vždy vychádza z aktuálne dostupných informácií o stave systému.
Nelineárne prediktívne riadenie (Nonlinear Model Predictive Control, NMPC) je
koncept, ktorý založený na nelineárnom modeli riadeného systému a umožňuje
dosiahnuť vyššiu kvalitu riadenia a efektívnejšie využitie riadeného procesu.
Teoretické základy aj praktické aplikácie NMPC sú podrobne spracované napr.
v [45–48].
Základom NMPC je nelineárny dynamický model systému vyjadrený pomocou
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systému diferenciálnych rovníc v tvare:

¤𝑥(𝑡) = 𝑓
(
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡); 𝑝

)
, (12)

kde 𝑥 ∈ R𝑛𝑥 , 𝑢 ∈ R𝑛𝑢 a 𝑝 ∈ R𝑛𝑝 predstavujú vektory stavových premenných,
riadiacich vstupov a parametrov systému.
Prediktívne riadenie vyžaduje v každom kroku riešenie optimalizačnej úlohy
(Optimal Control Problem, OCP), ktorej cieľom je určiť optimálnu postupnosť
riadiacich vstupov na zvolenom horizonte predikcie tak, aby bola minimalizovaná
účelová funkcia pri súčasnom splnení dynamických a prevádzkových obmedzení
systému.
Matematická formulácia úlohy optimálneho riadenia:

min
𝑥 ( ·) ,𝑢( ·)

𝐽 =

∫ 𝑡 𝑓

𝑡0

𝜙(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡); 𝑝) d𝑡 +Φ
(
𝑥(𝑡 𝑓 )

)
,

za podmienok: 𝑥(𝑡0) = 𝑥0,

¤𝑥(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡); 𝑝), ∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡 𝑓 ],
𝑟 (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡); 𝑝) ≤ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡 𝑓 ],
𝑙
(
𝑥(𝑡 𝑓 )

)
≤ 0.

(13)

Funkcie 𝜙(·) a Φ(·) predstavujú členy účelovej funkcie optimalizačnej úlohy (13).
Funkcia 𝑟 reprezentuje priebežné obmedzenia (path constraints), ktoré zahŕňajú
obmedzenia stavových premenných a riadiacich vstupov, zatiaľ čo funkcia 𝑙 (·)
opisuje obmedzenia koncového stavu systému. Na základe aktuálneho merania
stavov 𝑥0 je možné vyriešením úlohy (13) získať optimálne trajektórie stavov 𝑥(·)
a riadiacich vstupov 𝑢(·) na horizonte predikcie.
V literatúre existujú tri základné prístupy k riešeniu úlohy optimálneho riadenia z
(13) [49]:

1. Dynamické programovanie je založené na riešení Hamiltonovej–Jacobiho–
Bellmanovej rovnici (HJB) a umožňuje získať globálne optimálne riešenie,
avšak jej praktické využitie je výrazne obmedzené výpočtovou náročnosťou
zvyšujúcou sa v závislosti od počtu stavových veličín systému.

2. Nepriame metódy vychádzajú z variačného počtu a Pontrjaginovho prin-
cípu. Tieto metódy transformujú optimalizačnú úlohu na riešenie systému
diferenciálnych rovníc, ktoré vedie na riešenie dvojbodovej okrajovej úlohy.

3. Priame metódy sú založené na parametrizácii úlohy optimálneho riade-
nia. Ich základná myšlienka spočíva v parametrizácii stavových veličín
a riadiacich vstupov na konečnom horizonte predikcie, čím sa pôvodná
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optimalizačná úloha transformuje na úlohu nelineárneho programovania
(Nonlinear Programming, NLP), ktorá môže byť riešená pomocou štandard-
ných optimalizačných solverov.

Na parametrizáciu stavových a riadiacich premenných existuje viacero prístupov,
napríklad metódy single shooting, multiple shooting a kolokačné metódy. V ďalšom
sa zameriame na metódu multiple shooting, ktorá sa ukázala ako veľmi efektívna
metóda riešenia úloh NMPC [50] a sú na tejto metóde založené aj algoritmy
rýchleho NMPC, ktoré budú predstavené v nasledujúcich kapitolách.
Pri metóde multiple shooting je horizont predikcie rozdelený na 𝑁 shooting
intervalov [𝑡𝑘 , 𝑡𝑘+1], kde 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, čím vzniká 𝑁 + 1 časových uzlov
𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑁 = 𝑡 𝑓 . Riadiaca trajektória je následne parametrizovaná na
jednotlivých shooting intervaloch, pričom najčastejšie sa používa po častiach
konštantná aproximácia:

𝑢(𝑡) = 𝑢𝑘 ,∀𝑡 ∈ [𝑡𝑘 , 𝑡𝑘+1] . (14)

Podobným spôsobom sú parametrizované aj priebežné obmedzenia stavových a
riadiacich premenných:

𝑟 (𝑠𝑘 , 𝑢𝑘 ; 𝑝) ≤ 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. (15)

Po vykonaní uvedených parametrizácií je úloha nelineárneho programovania
modifikovaná do tvaru:

min
𝑠,𝑢

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝜙(𝑡𝑘 , 𝑠𝑘 , 𝑢𝑘 ; 𝑝) +Φ(𝑠𝑁 )

za podmienok: 𝑠0 = 𝑥0,

𝑠𝑘+1 = Ξ(𝑡𝑘 , 𝑠𝑘 , 𝑢𝑘 ; 𝑝), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1,
𝑟 (𝑠𝑘 , 𝑢𝑘 ; 𝑝) ≤ 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1,
𝑙 (𝑠𝑁 ) ≤ 0

(16)

kde vektory 𝑠 =
[
𝑠𝑇0 , 𝑠𝑇1 , · · · , 𝑠𝑇

𝑁

]𝑇 a 𝑢 =
[
𝑢𝑇0 , 𝑢𝑇1 , · · · , 𝑢𝑇

𝑁−1
]𝑇

predstavujú diskrétne stavové a riadiace premenné.
Vzniknutú štandardnú úlohu nelineárneho programovania je možné riešiť pomocou
efektívnych optimalizačných solverov, ako sú napríklad Ipopt [51], qpOASES [52],
Knitro [53] alebo SNOPT [54]. Podrobnú klasifikáciu a porovnanie optimalizač-
ných solverov, vrátane open-source a komerčne dostupných riešení uvádza [55].
Z pohľadu používateľa NMPC je tak kľúčový najme výber vhodného solvera.
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4 Formulácia úlohy riadenia jazdnej dynamiky vo-
zidla

Cieľom dizertačnej práce je návrh a overenie pokročilých metód modelovania a
riadenia jazdnej dynamiky elektrického vozidla s pohonom všetkých kolies na báze
riadenia stáčavého momentu metódou torque vectoring. Na dosiahnutie uvedeného
cieľa bol v predchádzajúcich častiach práce vytvorený nelineárny matematický
model jazdnej dynamiky vozidla, ktorý zohľadňuje pozdĺžnu a priečnu dynamiku
vozidla. V ďalšom kroku je preto pozornosť sústredená na formuláciu konkrétnej
úlohy riadenia a na spôsob jej numerického riešenia.
Úloha riadenia vychádza z možnosti nezávislého riadenia hnacích momentov
všetkých štyroch kolies vozidla, na čo je priamo vhodné použitie nelineárneho
prediktívneho riadenia. NMPC tak priamo určuje požadované hnacie momenty
jednotlivých elektromotorov, čím vzniká možnosť súčasne ovplyvňovať pozdĺžnu a
priečnu dynamiku vozidla. Požiadavka vodiča na pozdĺžny pohyb vozidla je pritom
reprezentovaná požadovanou celkovou hnacou silou 𝐹𝑥,𝑟𝑒 𝑓 , ktorá je zároveň
referenčnou veličinou pre riadiaci systém. Táto požiadavka je priamo určená
polohou plynového pedála. Pri nulovom stlačení pedála je požadovaná hnacia
sila nulová a pri úplnom stlačení pedála dosahuje hodnotu maximálnej dostupnej
hnacej sily 𝐹𝑥,𝑀𝐴𝑋 a je daná súčtom pozdĺžnych síl v styku jednotlivých pneumatík
s vozovkou:

𝐹𝑥 = 𝐹𝑥,𝑃𝐿 + 𝐹𝑥,𝑃𝑃 + 𝐹𝑥,𝑍𝐿 + 𝐹𝑥,𝑍𝑃 . (17)

Druhú referenčnú veličinu predstavuje požadovaná stáčavá rýchlosť ¤𝜓𝑟𝑒 𝑓 , ktorá
charakterizuje žiadané priečne dynamické správanie vozidla. Jej hodnota je určo-
vaná z aktuálnej rýchlosti vozidla a uhla natočenia kolies pomocou zjednodušeného
modelu uvedeného v (1). Referenčná stáčavá rýchlosť tak predstavuje požadované
správanie vozidla pri aktuálnych podmienkach jazdy.
Úlohou riadiaceho systému je nájsť také rozdelenie hnacích momentov medzi
jednotlivé kolesá, aby boli súčasne splnené obe požiadavky. Vektor riadených
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veličín a príslušný vektor referenčných veličín sú definované v tvare:

y =
[
𝜓 𝐹𝑥

]𝑇 (18)

yref =
[
𝜓ref 𝐹𝑥,ref

]𝑇 (19)

Takto formulovaná úloha umožňuje oddeliť požiadavku vodiča na pozdĺžnu trakciu
od požiadavky na priečne dynamické správanie vozidla. Požadovaná celková
hnacia sila je určovaná vodičom prostredníctvom plynového pedála, zatiaľ čo jej
rozdelenie medzi jednotlivé kolesá je optimalizované s ohľadom na dosiahnutie
požadovanej stáčavej rýchlosti. Práve nezávislé riadenie hnacích momentov preto
poskytuje riadiacemu algoritmu dodatočný stupeň voľnosti, ktorý je využitý na
riadenie jazdnej dynamiky vozidla.
Predikčný model NMPC vychádza z nelineárneho modelu jazdnej dynamiky
vytvoreného v predchádzajúcej kapitole. Stavový vektor obsahuje pozdĺžnu rýchlosť
vozidla, bočný sklz vozidla, stáčavú rýchlosť a uhlové rýchlosti jednotlivých kolies:

x =
[
𝑣 𝛽 𝜓 𝜔𝑃𝐿 𝜔𝑃𝑃 𝜔𝑍𝐿 𝜔𝑍𝑃

]𝑇 (20)

Riadiacim vstupom modelu je vektor požadovaných hnacích momentov jednotli-
vých elektromotorov:

u =
[
𝜏PL 𝜏PP 𝜏ZL 𝜏ZP

]𝑇 (21)

Nelineárny predikčný model je možné v kompaktnom tvare vyjadriť ako:

¤x = 𝑓 (x, u) (22)

pričom jednotlivé stavové rovnice zohľadňujú vzájomnú väzbu medzi pohybom
vozidla, otáčaním jednotlivých kolies a silami pôsobiacimi v styku pneumatík s
vozovkou. NMPC v riešenej úlohe priamo optimalizuje štvoricu hnacích momentov
tak, aby bolo v rámci predikčného horizontu dosiahnuté čo najlepšie sledovanie
požadovanej stáčavej rýchlosti a celkovej hnacej sily.
Kritérium optimalizácie je formulované ako štvorec odchýlok riadených veličín
od ich požadovaných hodnôt a účelová funkcia má nasledovný tvar:

𝐽 =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

(
y𝑘 − yref,𝑘

)𝑇 Q
(
y𝑘 − yref,𝑘

)
(23)
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kde 𝑄 predstavuje váhovú maticu v tvare:

Q =

[
𝑞𝜓 0
0 𝑞𝐹𝑥

]
(24)

Pri riešení optimalizačnej úlohy je zároveň potrebné rešpektovať fyzikálne obme-
dzenia pohonného systému. Pre každý elektromotor je preto uvažovaný rovnaký
rozsah generovaného momentu a je obmedzený maximálnym krútiacim momentom
elektromotorov:

−𝜏MAX ≤ 𝜏𝑖 𝑗 ≤ 𝜏MAX, 𝜏MAX = 21 N m, (25)

kde index 𝑖 𝑗 označuje príslušné koleso. Uvažovaný rozsah umožňuje generovanie
kladného aj záporného hnacieho momentu. Okrem obmedzenia hnacieho momentu
je zavedené aj obmedzenie uhlovej rýchlosti jednotlivých kolies:

0 ≤ 𝜔𝑖 𝑗 ≤ 𝜔MAX, 𝜔MAX = 130 rad s−1. (26)

Zvolená horná hranica uhlovej rýchlosti zodpovedá približne maximálnej rýchlosti
vozidla 120 km h−1 pri použití daného typu pneumatík. Obmedzenia hnacích
momentov a uhlových rýchlostí tak zabezpečujú, aby predikované riešenie optima-
lizačnej úlohy zostávalo v rozsahu uvažovanej prevádzky vozidla.
Nelineárna riadiaca úloha je formulovaná ako optimalizačný problém s obmedze-
niami vyplývajúcimi z nelineárneho modelu vozidla. Na jej numerické riešenie
bude použitá priama metóda (direct method), pričom dynamický model je v rámci
optimalizačného problému diskretizovaný metódou multiple shooting. Získaný
optimalizačný problém je následne riešený pomocou voľne dostupného solvera
qpOASES [52]. Zvolená metodika predstavuje výpočtový základ navrhnutého
riadiaceho algoritmu.
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5 Implementácia NMPC do riadenia jazdnej
dynamiky

Na základe úlohy riadenia definovanej v Kap. 4 bol navrhnutý a implementovaný
NMPC regulátor. Implementácia bola realizovaná v prostredí MATLAB/Simulink
s využitím open-source nástroja MATMPC (MATLAB-based Nonlinear Model
Predictive Control), pričom na overenie správnosti navrhnutého riadiaceho systému
bolo použité simulačné prostredie IPG CarMaker.
Pri výbere vhodného prostredia na riešenie NMPC bolo uvažovaných viacero
softvérových nástrojov, ktoré majú v sebe zahrnuté optimalizačné knižnice na
riešenie problémov NLP. Ako vhodní adepti prichádzajú do úvahy nástroje ako
MATLAB MPC Toolbox [56], ACADO Toolkit [57], ACADOS [58], FORCES
PRO [59], MATMPC [60], alebo VIATOC [61].
Ako už bolo spomenuté, na implementáciu navrhnutého algoritmu nelineárneho
prediktívneho riadenia bol napokon zvolený balík MATMPC, ktorý predstavuje
open-source nástroj určený na vývoj a implementáciu algoritmov NMPC v prostredí
MATLAB. Motiváciou na výber tohto nástroja bola jeho modulárnosť a možnosť
prispôsobenia jednotlivých časti celého frameworku konkrétnej úlohe riadenia.
MATMPC totiž vzniklo s cieľom poskytnúť flexibilnejšie prostredie pre vývoj a
skúmanie algoritmov NMPC, keďže dostupné softvérové nástroje často poskytujú
predovšetkým už hotové implementácie s obmedzenými možnosťami rozšírenia
pre zložitejšie problémy. Navyše MATMPC poskytuje dva základné režimy práce,
a to režim MATLAB a režim MEX. MATLAB režim je určený predovšetkým
na vývoj, testovanie a ladenie algoritmov a pri požiadavke na vysokú výpočtovú
rýchlosť je možné výpočtovo náročné časti algoritmu previesť do MEX režimu,
ktorý umožňuje využívať skompilovaný C/C++ kód priamo v prostredí MATLAB.
Práve použitie MEX módu bolo pre našu úlohu riadenia rozhodujúce, nakoľko
počas každého výpočtového kroku je potrebné opakovane vykonávať integráciu
dynamického modelu, výpočet jeho derivácií a riešiť optimalizačný podproblém a
to všetko s periódou iba niekoľko desiatok ms. MATMPC umožňuje navyše ďalšie
zvýšenie výpočtovej kapacity využitím veľkého množstva open-source knižníc
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optimalizovaných priamo pre riešenie špecifického typu QP problému.
V ďalšej časti bude opísaný celý proces, ktorým užívateľ musí prejsť pri implemen-
tácii riadiaceho problému do MATMPC.

5.1 Metodika implementácie úlohy riadenia do MATMPC
Modulárnosť a flexibilita MATMPC síce umožňujú prispôsobiť jeho jednotlivé časti
riešenej úlohe, zároveň však zvyšujú nároky na správnu konfiguráciu a vzájomné
prepojenie jednotlivých častí algoritmu. Po úspešnom stiahnutí [62] a preštudovaní
zdrojových súborov MATMPC, nový používateľ rýchlo zistí, že obsahujú len
obmedzené množstvo komentárov, čo sťažuje orientáciu v kóde a pochopenie
vzájomných väzieb medzi jeho jednotlivými časťami. Ani dostupný MATMPC
User Manual [63] neposkytuje dostatočne detailný opis implementácie. Opísaný
postup používania nástroja pozostáva iba z piatich krokov a vo veľkej miere sa
opiera o samoštúdium kódu vzorových aplikácií, ktoré MATMPC obsahuje.
Z tohto dôvodu sme sa rozhodli vytvoriť metodiku implementácie riadiaceho
problému do MATMPC, ktorá poskytne systematický a reprodukovateľný postup
implementácie a jednoznačne definuje kroky potrebné na vytvorenie a konfiguráciu
riadiaceho algoritmu.
Zjednodušený postup implementácie MATMPC je potom nasledovný:

1. Nastavenie rozmerov optimalizačného problému.
2. Definovanie štruktúr symbolických premenných.
3. Nastavenie periódy vzorkovania a veľkosti predikčného horizontu.
4. Zápis dynamického modelu v tvare systému diferenciálnych rovníc a defino-

vanie stavového vektora.
5. Definovanie účelovej funkcie.
6. Spustenie súboru Model_Generation.m.
7. Špecifikácia parametrov riadiaceho systému.
8. Nastavenie počiatočných hodnôt stavov a parametrov modelu.
9. Spustenie súboru Initialization_Simulink.m.

10. Úprava simulačnej schémy v Simulinku.
11. Posledným krokom je spustenie MATMPC_SIMULINK a zobrazenie vý-

sledkov.
Takto implementovaný riadiaci systém predstavuje výslednú realizáciu úlohy
riadenia definovanej v Kap. 4. Prediktívne riadenie využíva matematický model
vozidla odvodený v Kap. 2, pričom jeho implementácia v MATMPC umožňuje
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vykonávať optimalizáciu v reálnom čase. Funkčnosť takto vytvoreného systému
bude ďalej overená pomocou jednoduchého manévru, ktorého výsledky sú uvedené
v nasledujúcej podkapitole.

5.2 Simulačné overenie navrhnutého NMPC regulá-
tora

Po úspešnom zostavení a implementovaní úlohy riadenia jazdnej dynamiky do
MATMPC môžme prejsť k simulačnému overeniu navrhnutého NMPC regulátora.
Simulačná schéma riadiaceho systému je prezentovaná na ??. Podobne ako v
Kap. 2.2, simulačné overenie bolo opäť založené na jednoduchom step steer
manévri, kde počas prvej časti bola prostredníctvom referenčnej pozdĺžnej sily
𝐹𝑥, 𝑟𝑒 𝑓 zabezpečená akcelerácia vozidla a po dosiahnutí ustálenej rýchlosti
približne 20 m s−1 bola v čase 𝑡 = 6 s aplikovaná skoková zmena uhla natočenia
kolies o 45◦.
Zvolený manéver tak umožňuje posúdiť funkčnosť riadiaceho algoritmu pre súčasne
riadenie pozdĺžnej a priečnej dynamiky vozidla, najviac však budeme pozornosť
upriamovať najmä na overenie funkčnosť prerozdeľovania hnacích momentov
medzi jednotlivé kolesá vozidla.
Ako sme už načrtli v úvode Kap. 5, ako riadený systém bolo použité simulačné
prostredie IPG CarMaker, v ktorom boli implementované parametre referenčného
pretekárskeho vozidla (obr. 16) vyvíjaného študentským teamom STUBA Green
Team. Po zadefinovaní potrebných parametrov, sme mohli prejsť k vykonaniu
samotných simulácií. Simuláciu sme najskôr vykonali s deaktivovaným NMPC
regulátorom (TV_off), to znamená, že v tomto prípade boli na všetky kolesá
posielané rovnaké krútiace momenty. Výsledky sme si uložili a následne simuláciu
zopakovali s aktivovaným NMPC regulátorom (TV_on). Najlepšie výsledky sme
potom pre porovnanie vykreslili do grafov spolu s výsledkami s deaktivovaným
systémom.
Priebeh stavových veličín vozidla počas simulácie je uvedený na obr. 17. Z
priebehov môžeme vidieť, že počas prvotného rozjazdu dochádza k postupnému
nárastu pozdĺžnej rýchlosti a tomu zodpovedajúcich uhlových rýchlostí jednotlivých
kolies. Po aplikácii skokovej zmeny natočenia volantu následne dochádza k vzniku
priečnej dynamickej odozvy vozidla a stáčavá rýchlosť krátkodobo prekmitne a
následne sa ustáli na hodnote približne 0,65 rad s−1.
Priebeh krútiacich momentov jednotlivých elektromotorov je uvedený na obr. 18.
Z priebehov vidíme, že v prvej časti simulácie sú krútiace momenty jednotlivých
motorov rozdelené prakticky rovnomerne. Následne po aplikácii zmeny uhla
natočenia volantu dochádza k výraznej zmene rozdelenia krútiacich momentov.

40



Na pravej strane vozidla sú generované kladné hnacie momenty, zatiaľ čo na strane
ľavej dochádza k ich výraznému zníženiu a následne k prechodu do záporných
hodnôt.
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Obrázok 17: Časový priebeh stavových veličín.

Obrázok 18: Časový priebeh krútiacich momentov elektromotorov.

41



Prínos prerozdeľovania hnacích momentov na priečnu dynamiku vozidla bol
následne posúdený aj porovnaním priebehov stáčavej rýchlosti pre TV_off a
TV_on voči referenčnej stáčavej rýchlosti ¤𝜓𝑟𝑒 𝑓 . Výsledky sú uvedené na obr. 19,
pričom v dolnej časti obrázka je zobrazená odchýlka oboch hodnôt od referencie.
Z priebehov vidíme, že po aplikácii skokovej zmeny uhla natočenia volantu v
čase 𝑡 = 6 s, dochádza v oboch prípadoch k výraznému nárastu stáčavej rýchlosti.
Pri TV_on však priebeh stáčavej rýchlosti vykazuje výrazne menší prekmit a
po krátkom prechodovom deji sa postupne približuje k požadovanej hodnote.
Ustálená hodnota stáčavej rýchlosti sa v tomto prípade nachádza približne na
úrovni referenčnej stáčavej rýchlosti. Naopak, pri TV_off dosahuje stáčavá rýchlosť
po zásahu výraznejší prekmit a následne sa ustáli na hodnote so značnou odchýlkou
od referencie.
Rozdiel medzi prvou a druhou simuláciou je výrazne vidieť aj z priebehu regulačnej
odchýlky (obr. 19 - dole). Počiatočná odchýlka vznikajúca bezprostredne po
aplikácii skokovej zmeny je v oboch prípadoch porovnateľná, čo pravdepodobne
súvisí s konečnou dynamikou riadeného systému. Po odznení prechodového
deja sa však pri TV_on odchýlka postupne približuje k nulovej hodnote, zatiaľ
čo pri TV_off zostáva odchýlka kladná po zvyšok simulácie, čo poukazuje na
nedostatočnú schopnosť vozidla dosiahnuť požadovanú stáčavú dynamiku.
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Obrázok 19: Časový priebeh stáčavej rýchlosti.

Simulačné overenie teda ukazuje, že prerozdelenie hnacích momentov medzi
jednotlivé kolesá umožňuje účinnejšie ovplyvňovať stáčavú dynamiku vozidla.
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5.3 Zhrnutie výsledkov
Na základe vykonaného simulačného overenia možno konštatovať, že navrhnutý
riadiaci algoritmus dokáže prostredníctvom nezávislého riadenia hnacích mo-
mentov pozitívne ovplyvňovať priečnu dynamiku vozidla. Po aplikácii skokovej
zmeny uhla natočenia volantu dochádza k výraznej zmene stáčavej rýchlosti a
bočného sklzu, pričom riadiaci algoritmus súčasne mení prerozdelenie hnacích
momentov medzi jednotlivými kolesami. Rozdiely v krútiacich momentoch medzi
ľavou a pravou stranou vozidla umožňujú vytvoriť dodatočný stáčavý moment a
tým ovplyvniť stáčavú rýchlosť bez zmeny uhla natočenia kolies.
Uvedený rozdiel napokon môžeme asi najlepšie ilustrovať na trajektórii vozidla
(obr. 20). Pri deaktivovanom prerozdeľovaní hnacích momentov dochádza k zväč-
šeniu polomeru zatáčania a vozidlo sa od požadovaného smeru zatáčania odchyľuje
smerom von zo zákruty. Tento rozdiel zodpovedá nedotáčavému charakteru vozidla,
ktorý bol pozorovaný aj pri porovnaní priebehov stáčavej rýchlosti. Bez aktívneho
prerozdeľovania hnacích momentov teda nie je možné dosiahnuť rovnaký stáčavý
účinok, aký je dosiahnutý pri zapnutom torque vectoringu.
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Obrázok 20: Prejdená trajektória počas simulačného manévru pri TV_off.

Výsledky tak potvrdzujú, že nezávislé riadenie hnacích momentov jednotlivých
kolies predstavuje účinný prostriedok na ovplyvňovanie jazdnej dynamiky vozidla
a že navrhnutý NMPC algoritmus dokáže túto možnosť využiť na zlepšenie
sledovania požadovanej stáčavej rýchlosti.
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Záver

Dizertačná práca sa zaoberá návrhom a overením pokročilých metód modelovania
a riadenia jazdnej dynamiky elektrického vozidla s pohonom všetkých kolies na
báze riadenia stáčavého momentu metódou torque vectoring. Hlavným cieľom bolo
vytvoriť taký matematický model jazdnej dynamiky, ktorý bude dostatočne presne
reprezentovať správanie vozidla a zároveň bude vhodný na použitie v nelineárnom
prediktívnom riadení. Na vytvorený model bola následne formulovaná úloha
nelineárneho prediktívneho riadenia s nezávislým riadením hnacích momentov
jednotlivých kolies a navrhnutý postup jeho implementácie a simulačného overenia
v prostredí MATLAB/Simulink.
V prvej časti práce bol analyzovaný súčasný stav výskumu a vývoja v oblasti
modelovania a riadenia jazdnej dynamiky elektrických vozidiel. Pozornosť bola ve-
novaná najmä metódam riadenia stáčavého momentu a možnostiam jeho realizácie
prostredníctvom nezávislého riadenia krútiacich momentov jednotlivých kolies.
Ďalej bol pre potreby návrhu riadenia odvodený nelineárny matematický model
jazdnej dynamiky elektrického vozidla s pohonom všetkých kolies. Stavový vektor
modelu pozostáva z pozdĺžnej rýchlosti vozidla 𝑣, uhla bočného sklzu vozidla
𝛽, stáčavej rýchlosti ¤𝜓 a uhlových rýchlostí jednotlivých kolies 𝜔𝑖 𝑗 . Dôležitou
súčasťou tejto časti práce bolo taktiež prispôsobenie vytvoreného matematického
modelu požiadavkám prediktívneho riadenia.
Správnosť vytvoreného matematického modelu bola overená v simulačnom pro-
stredí IPG CarMaker. Parametre modelu boli zvolené podľa referenčného pre-
tekárskeho vozidla vyvíjaného tímom STUBA Green Team, čím bolo možné
posudzovať správanie modelu na základe parametrov reálneho vozidla. Dosiahnutá
zhoda priebehov potvrdila schopnosť vytvoreného modelu reprodukovať dynamické
správanie referenčného modelu s dostatočnou presnosťou.
V ďalšej časti práce bola na základe vytvoreného modelu formulovaná úloha
riadenia jazdnej dynamiky ako nelineárny optimalizačný problém a pre numerické
riešenie úlohy bolo využité nelineárne prediktívne riadenie implementované
v rámci open-source nástroja MATMPC. Funkčnosť navrhnutého riadiaceho
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systému bola následne overená simulačným manévrom typu step steer, kde
bola čase 𝑡 = 6 s aplikovaná skoková zmena uhla natočenia riadiacich kolies
na hodnotu 45 ◦. Výsledky ukázali, že navrhnutý algoritmus dokáže na túto
zmenu reagovať prostredníctvom optimálneho prerozdeľovania hnacích momentov
jednotlivých elektromotorov pri splnení aktuálnych fyzikálnych obmedzení. Na
základe dosiahnutých výsledkov preto možno konštatovať, že stanovené ciele
dizertačnej práce boli naplnené.
Významným výsledkom práce je tiež zovšeobecnenie postupu implementácie al-
goritmu MATMPC pre úlohy nelineárneho riadenia jazdnej dynamiky. Vytvorená
metodika zahŕňa jednotlivé kroky od definície predikčného modelu a jeho konfi-
gurácie cez nastavenie optimalizačných parametrov a generovanie výpočtového
kódu až po integráciu výsledného algoritmu do prostredia MATLAB/Simulink.
Takto vytvorený postup nie je viazaný iba na konkrétnu konfiguráciu vozidla, ale
poskytuje základ pre implementáciu obdobných nelineárnych prediktívnych úloh
pri vozidlách s nezávisle riadenými pohonmi.

Zhrnutie prínosov dizertačnej práce
Hlavné prínosy dizertačnej práce sú v troch oblastiach:

• Teoretická oblasť - odvodenie a zovšeobecnenie nelineárneho modelu jazdnej
dynamiky elektrického vozidla s pohonom všetkých kolies, so zameraním na
riadenie stáčavej rýchlosti a jeho modifikácia tak, aby bol implementovateľný
pre riadenie v reálnom čase.

• Aplikačná oblasť - implementácia existujúceho algoritmu NMPC pre na-
vrhnutý nelineárny matematický model jazdnej dynamiky, s uplatnením
optimálneho prerozdelovania hnacieho momentu na jednotlivé kolesá (torque
vectoring), ktorý zaručuje optimalitu a stabilitu.

• Simulačná oblasť - simulačné a experimentálne overenie nelineárneho
modelu jazdnej dynamiky a navrhnutého NMPC regulátora stáčavej rýchlosti
na reálnych údajoch zo simulačného prostredia jazdnej dynamiky CarMaker
pre študentský pretekársky monopost STUBA Green Team.

Za ďalšie prínosy dizertačnej práce možno považovať:
• Formulácia úlohy riadenia jazdnej dynamiky elektrického vozidla s poho-

nom všetkých kolies ako nelineárneho optimalizačného problému s využitím
matematického modelu vozidla a optimalizáciou hnacích momentov jednot-
livých kolies pri súčasnom uvažovaní fyzikálnych obmedzení stavových a
akčných veličín systému.

• Zovšeobecnenie postupu a vytvorenie metodiky implementácie algoritmu
MATMPC pre nelineárne riadenie jazdnej dynamiky, zahŕňajúcej postup
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konfigurácie algoritmu, implementácie predikčného modelu, nastavenia
parametrov a jeho integrácie do prostredia MATLAB/Simulink.

Dosiahnuté výsledky vytvárajú silný základ pre ďalší rozvoj navrhnutého prístupu
v oblasti pokročilého riadenia jazdnej dynamiky elektrických vozidiel s pohonom
všetkých kolies. Medzi najperspektívnejšie smery ďalšieho rozvoju patria najmä
rozšírenie matematického modelu o ďalšie dynamické javy, zvýšenie výpočtovej
efektívnosti optimalizačného algoritmu a jeho implementácia na reálnom ria-
diacom hardvéri. Ďalší rozvoj možno smerovať aj k experimentálnemu overeniu
navrhnutého riadiaceho algoritmu na reálnom vozidle a k jeho robustnosti a
adaptácii aj na meniace sa jazdné podmienky a parametre vozidla.
Práca tak vytvára základ pre ďalšie riešenia pokročilého nelineárneho riadenia
jazdnej dynamiky elektrických vozidiel, ktoré budú spájať presnosť matematic-
kého modelovania, výpočtovú efektívnosť prediktívneho riadenia a praktickú
implementovateľnosť v reálnych podmienkach.
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